
 
 
 

Προσπάθεια να ορισθεί η έννοια της ισορροπίας 
στερεού σώµατος 

 
 
Ας θεωρήσουµε στερεό σώµα που στρέφεται ως προς ένα αδρανειακό σύστη 
µα αναφοράς µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα   

� 

 
ω  περί άξονα που δεν είναι 

κύριος άξονας αδράνειας* αυτού, ο άξονας διέρχεται από το κέντρο µάζας 
του C και στηρίζεται σε δύο έδρανα όπως φαίνεται στο σχήµα (1). Το 
ερώτηµα που µπορεί να τεθεί στην περίπτωση αυτή είναι αν µπορούµε να 
ισχυριστούµε ότι η µεταφορική ακινησία που παρουσιάζει το σώµα σε 
συνδυασµό µε την χρονικά αδιατάρακτη γωνιακή του ταχύτητα συνι 
στούν κατάσταση ισορροπίας για το στερεό. Σύµφωνα µε τον νόµο κίνησης 
του κέντρου µάζας, η ακινησία του επιβάλλει για το σώµα την σχέση: 
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Σχήµα 1 
 
η οποία δηλώνει ότι η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων που δέχεται 
το σώµα από το περιβάλλον του είναι µηδενική. Εξάλλου επειδή ο άξονας 
περιστροφής του σώµατος δεν είναι κύριος άξονας αδράνειας η λεπτοµερια 
κή µελέτη της περιστροφής του (βλέπε 4ο λυµένο παράδειγµα) καταλή 
γει στο απροσδόκητο αλλά σωστό συµπέρασµα ότι, η συνισταµένη ροπή των  
 
------------------------------------ 
* Ένας άξονας όνοµάζεται για ένα στερεό σώµα κύριος άξονας αδράνειας αυτού, 
εάν η στροφορµή του σώµατος περί τον άξονα αυτόν και η αντίστοιχη γωνιακή 
του ταχύτητα είναι διανύσµατα οµόρροπα µε φορέα τον άξονα αυτόν.  Εάν ο άξο 
νας περιστροφής δεν είναι κύριος άξονας αδράνειας τότε το µεν διάνυσµα της 
γωνιακής ταχύτητας θα βρίσκεται πανω στον άξονα, αλλά το διάνυσµα της 
στροφορµής θα σχηµατίζει γωνία µε τον άξονα αυτόν. 



εξωτερικών δυνάµεων που δέχεται περί το κέντρο µάζας, είναι διάφορη του 
µηδενός, δηλαδή ισχύει η σχέση: 
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Αν όµως ο άξονας περιστροφής του στερεού είναι κύριος άξονας αδράνειας 
αυτού, τότε η σταθερή του γωνιακή ταχύτητα επιβάλλει την σχέση: 
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Παρατηρούµε λοιπόν τα εξής: 
 
α. Aν ο σταθερός άξονας περιστροφής είναι κύριος άξονας αδράνειας του 
σώµατος και η γωνιακή του ταχύτητα είναι χρονικά αµετάβλητη, τότε η κι 
νητική του κατάσταση επιβάλλει για το στερεό τις σχέσεις: 
 
            

� 

Σ
 
F =
 
0   και      

� 

Σ
 
τ =
 
0  

 
οι οποίες είναι ίδιες µε εκείνες που χαρακτηρίζουν την στατική ή την µετα 
φορική ισορροπία του. 
 
β.  Αν ο σταθερός άξονας περιστροφής δεν είναι κύριος άξονας αδράνειας 
του σώµατος και η γωνιακή του ταχύτητα είναι σταθερή, τότε για το στερεό 
ισχύουν οι σχέσεις: 
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Η δυϊκή αυτή συµπεριφορά του σώµατος µας επιβάλλει να απορρίψουµε 
γενικώς την άποψη ότι η γνήσια περιστροφή ενός στερεού περί σταθερό 
άξονα µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα αποτελεί κατάσταση ποσοτικώς όµοια 
µε εκείνη της στατικής ή µεταφορικής ισορροπίας. Στο σηµείο αυτό θέλω 
ακόµη να επιµείνω επισηµαίνοντας απόψεις που περιέχονται σε κάποια 
συγγράµµατα. Υπάρχει ο ισχυρίσµος στα συγγράµµατα αυτά ότι η κατά 
σταση γνήσιας περιστροφής στερεού σώµατος περί σταθερό άξονα µε σταθερή 
γωνιακή ταχύτητα είναι ασύµβιβαστη µε την έννοια της ισορροπίας, διότι αν 
εστιάσουµε την προσοχή µας στα υλικά σηµεία του στερεού, αυτά κινούµενα 
επί κυκλικών τροχιών µε την ίδια σταθερή γωνιακή ταχύτητα έχουν κεντρο 
µόλο επιτάχυνση, που σηµαίνει ότι µεταβάλλεται η κινητική τους κατάστα 
ση. Παρουσιάζεται εποµένως η παραδοξότητα να θεωρούµε το σώµα σε ισορ 
ροπία, ενώ τα υλικά του σηµεία δεν ισορροπούν. Κατά την γνώµη µου η 
παραδοξότητα αυτή παρακάµπτεται αν παρατηρήσουµε ότι οι νόµοι κίνησης 
των υλικών σηµείων του στερεού κάτω από την επίδραση των εσωτερικών 
και εξωτερικών δυνάµεων που δέχονται, διατηρούν την ανεξαρτησία τους 
έναντι οιουδήποτε ορισµού και το στατιστικό τους αποτέλεσµα οδηγεί για το 
στερεό στις σχέσεις: 
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όταν ο άξονας περιστροφής είναι κύριος άξονας αδράνειας ή στις σχέσεις: 
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στην περίπτωση που ο άξονας περιστροφής δεν είναι κύριος άξονας αδρά 
νειας, δηλαδή το γεγονός ότι τα υλικά σηµεία του στερεού επιταχύνονται 
ουδόλως επηρεάζει την ισχύ των παραπάνω σχέσεων. Αν για όλους τους άξο 
νες περιστροφής και µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα οι νόµοι κίνησης των 
υλικών σηµείων οδηγούσαν στις σχέσεις: 
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δεν θα δηµιουργούσε παραδοξότητα να ορίσουµε την κατάσταση αυτή ως 
ισοδύναµη µε την στατική ή µεταφορική ισορροπία. Τότε ο χαρακτηρισµός 
της καταστάσεως αυτής ως “ισορροπία” θα δήλωνε το αδιατάρακτο της κινη 
τικής του κατάστασης. Όµως το γεγονός ότι οι δύο παραπάνω σχέσεις δεν 
ισχύουν, όταν ο άξονας περιστροφής δεν είναι κύριος άξονας αδράνειας 
αποτελεί το πραγµατικό εµπόδιο που µας απαγορεύει να εξοµειώνουµε γενι 
κώς την γνήσια περιστροφή µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα µε την στατική ή 
µεταφορική ισορροπία. Με βάση τις παραπάνω απόψεις µου πιστεύω στον 
ακόλουθο ορισµό της ισορροπίας στερεού σώµατος. 
 
“ Ένα στερεό σώµα ισορροπεί ως προς κάποιο αδρανειακό σύστη 
µα αναφοράς, όταν το κέντρο µάζας του ακινητεί ή κινείται µε 
σταθερή ταχύτητα ως προς το σύστηµα αυτό και επί πλέον το σώµα 
δεν περιστρέφεται “ 
 
Με βάση τον ορισµό αυτόν θα αποδειχθεί παρακάτω ότι οι αναγκαίες σχέ 
σεις που συνοδεύουν την ισορροπία στερεού σώµατος έχουν τη µορφή: 
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Σχήµα 2 
 
Η πρώτη απορρέει από το γεγονός ότι η επιτάχυνση του κέντρου µάζας 
είναι µηδενική και η δεύτερη από το γεγονός ότι το σώµα δεν περιστρέφε 
ται. Τίθεται όµως το ερώτηµα αν οι δύο αυτές σχέσεις αποτελούν και ικα 
νές συνθήκες για να ισορροπεί ένα στερεό σώµα, δηλαδή αν οι εξωτερικές 
δυνάµεις επί του σώµατος και οι ροπές τους ικανοποιούν τις δύο αυτές σχέ 
σεις, τότε το σώµα ισορροπεί; H σωστή απάντηση είναι όχι. Για να τεκµη 
ριωθεί η άποψη αυτή θα αναφέρω την περίπτωση ενός στερεού που το 
κέντρο µάζας του είναι συνεχώς ακίνητο στο σύστηµα αναφοράς του εδά 
φους (σχήµα 2) αλλά έχει την δυνατότητα να στρέφεται περί το κέντρο 
µάζας του. Ένα τέτοιο σώµα ονοµάζεται στρόβος και χαρακτηριστικό παρά 
δειγµα είναι το λεγόµενο γυροσκόπιο. Δίνονοντας στο σώµα αυτό µια 



αρχική γωνιακή ταχύτητα θα τεθεί σε µια πολύπλοκη κίνηση που είναι 
γνωστή ως µετάπτωση και κλόνηση. Είναι προφανές ότι κατά την εξέλι 
ξη της κίνησης αυτής ισχύουν για τις εξωτερικές δυνάµεις που δέχεται το 
σώµα (βάρος     
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g  και δύναµη επαφής     
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A  στο σηµείο στήριξης) και για τις ρο 

πές τους περί το κέντρο µάζας οι σχέσεις: 
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Όµως το σώµα δεν ισορροπεί αλλά εκτελεί µια πολύπλοκη κίνηση και µά 
λιστα αποδεικνύεται ότι κατά την κίνηση αυτή η στροφορµή του περί το κέν 
τρο µάζας διατηρείται χρονικά αµετάβλητη, ενώ η γωνιακή του ταχύτητα 
εκτελεί µεταπτωτική κίνηση περί τον σταθερό άξονα της στροφορµής του.  
Συνεχίζοντας την µελέτη της ισορροπίας στερεού σώµατος είναι απαραίτητο 
να αναφέρουµε το εξής σπουδαίο θεώρηµα: 
 
 

Γενικεύµενο θεώρηµα των ροπών 
 

Eάν σ’ ένα στερεό σώµα ενεργούν πολλές δυνάµεις, τότε η ολική 
ροπή αυτών περί µία αρχή O, είναι ίση µε την ολική ροπή των 
δυνάµεων περί το κέντρο µάζας C του σώµατος, συν την ροπή περί 
την αρχή O της συνισταµένης που θα προκύψει από την αναγωγή 
των δυνάµεων στο κέντρο µάζας του σώµατος. 
 
 Aπόδειξη: Έστω ότι στο σώµα ενεργούν οι δυνάµεις     
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F i , ως προς την αρχή O και το κέντρο µάζας C του 
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R   το διάνυσµα θέσεως του C ως προς το O, τότε 

θα έχουµε: 

 
Σχήµα 3 
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F i περί την αρχή O και περί το κέντρο 



µάζας C αντιστοίχως. Aνάλογες σχέσεις προς την (1) µπορούµε να γράψουµε 
για όλες τις δυνάµεις που ενεργούν πάνω στο σώµα, οπότε θα έχουµε: 
 

        
  


τ

1
(Ο ) =


R×

F

1( ) +τ1
(C)


τ

2
(Ο ) =


R×

F

2( ) +τ2
(C)

. . . . . . . . . . 

τ

n
(Ο ) =


R×

F

n( ) +τn
(C)

⎫

⎬

⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

    ⇒
(+ )

  
  

τ
i
(O)( )∑ =


R×

F

i( )∑ +

τ
i
(C)( )∑   ⇒    

 

          

τ
i
(O)( )∑ =


R×


F

i( )∑⎡⎣ ⎤⎦ +

τ
i
(C)( )∑   ⇒  

  

τολ

(O) =

τολ

(C) +

R×

Fολ( )                (2) 

 
όπου     

� 

 
τ ολ

(O) η ολική ροπή περί την αρχή O των δυνάµεων     
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F 2 , ...     

 
F n ,     
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(C) η 

ολική ροπή τους περί το κέντρο µάζας C του σώµατος και     
 
F ολ  η συνισταµέ 

νη που θα προκύψει από την αναγωγή των δυνάµεων στο κέντρο µάζας του 
σώµατος. 
  
Παρατήρηση:  
 
Eάν από την αναγωγή των δυνάµεων στο κέντρο µάζας του σώµατος προκύ 
ψει συνισταµένη δύναµη µηδέν, τότε η ολική ροπή των δυνάµεων είναι ανε 
ξάρτητη της αρχής O, δηλαδή είναι η ίδια ως προς οποιαδήποτε αρχή. Aυτό 
σηµαίνει ότι το σύστηµα των δυνάµεων του σώµατος ανάγεται σ’ ένα ζεύγος 
δυνάµεων, του οποίου η ροπή είναι ίση προς την ολική ροπή των δυνάµεων 
περί οποιαδήποτε αρχή. 

 
 

Συνθήκες ισορροπίας στερεού σώµατος 
 
 

Θεωρούµε στερεό σώµα, το οποίο ισορροπεί ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς, υπό την επίδραση των δυνάµεων     

 
F 1 ,    
 
F 2,...    

 
F n. Eάν οι δυνάµεις 

αυτές αναχθούν στο κέντρο µάζας C του σώµατος θα πρέπει η συνισταµένη 
τους να είναι µηδέν, διότι το κέντρο µάζας του σώµατος είναι ακίνητο ή 
κινείται ευθύγραµµα και οµαλά, λόγω της ισορροπίας του σώµατος. Eπί 
πλέον το σώµα δεν στρέφεται περί άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας 
του, οπότε η ολική ροπή των δυνάµεων περί το κέντρο µάζας του σώµατος ή 
περί οποιοδήποτε άλλο σηµείο αυτού είναι µηδέν. (βλέπε προηγούµενη παρα 
τήρηση) Aπό τα παραπάνω προκύπτει ότι, οι αναγκαίες συνθήκες ισορ 
ροπίας ενός στερεού σώµατος είναι οι εξής: 
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Στη συνέχεια θα εξετάσουµε κάποιες ειδικές περιπτώσεις ισορροπίας στερε 
ού σώµατος 
 
 



i) Tο στερεό σώµα ισορροπεί υπό την επίδραση  
   δύο µόνο δυνάµεων 
 
Στη περίπτωση αυτή πρέπει οι δύο δυνάµεις να έχουν τον ίδιο φορέα αντίθε 
τες φορές και ίσα µέτρα, διότι τότε και µονο τότε θα πληρούν τις συνθήκες 
ισορροπίας του στερεού. 
 
ii) Tο στερεό σώµα ισορροπεί υπό την επίδραση  
    τριών δυνάµεων 
 
Στη περίπτωση αυτή πρέπει οι τρεις δυνάµεις να είναι συνεπίπεδες, οι 
φορείς τους να διέρχονται από το ίδιο σηµείο και η συνισταµένη δύο οποιων 
δήποτε από αυτές να είναι αντίθετη µε την τρίτη δύναµη. Για την απόδειξη 
αυτής της πρότασης θεωρούµε ένα τυχαίο σηµείο Α του φορέα της δύναµης 
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δηλαδή τα διανύσµατα     
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που σηµαίνει ότι τα επίπεδα S2 και S3 συµπίπτουν, δηλαδή οι δυνάµεις     
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F 3 είναι συνεπίπεδες. Εάν Ο είναι το σηµείο τοµής των φορέων τους (σχ. 4) 

πρέπει από το σηµείο αυτό να διέρχεται και ο φορέας της δύναµης     

� 

 
F 1, διότι 

σε αντίθετη περίπτωση η συνολική τους ροπή περί το Ο θα ήταν διάφορη 
του µηδενός, γεγονός που απαγορεύει η ισορροπία του στερεού. Όµως η 
ισορροπία του στερεού επιβάλλει και την σχέση: 
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                Σχήµα 4                                         Σχήµα 5 
 
δηλαδή η συνισταµένη     

� 

 
F 2,3 των     

� 

 
F 2 ,     

� 

 
F 3 πρέπει να είναι αντίθετη της     

� 

 
F 1, που 

σηµαίνει ότι η     

� 

 
F 1 είναι συνεπίπεδη των     

� 

 
F 2 ,     

� 

 
F 3 . Εφαρµόζοντας εξάλλου στο 

σκιασµένο τρίγωνο του σχήµατος (5) τον νόµο των ηµιτόνων παίρνουµε: 
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Η σχέση (3) δηλώνει ότι, το µέτρο κάθε µιάς από τις τρεις δυνάµεις είναι 
ανάλογο του ηµιτόνου της γωνίας που σχηµατίζουν οι φορείς των δύο 
άλλων δυνάµεων. 
 
iii) Tο στερεό σώµα ισορροπεί υπό την επίδραση  
     πολλών συνεπιπέδων δυνάµεων  
 
Στην περίπτωση αυτή θεωρούµε επί του επιπέδου των δυνάµεων δύο ορθο 
γώνιους άξονες Ox, Oy και προβάλλουµε τις δυνάµεις που ενεργούν στο 
σώµα, πάνω στους άξονες αυτούς. Eάν     
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j  είναι οι διανυσµατικές µονάδες 

των αξόνων Ox και Oy αντιστοίχως, τότε η σχέση (1) είναι ισοδύναµη µε τις 
εξής δύο σχέσεις: 
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όπου ΣFix και ΣFiy τα αθροίσµατα των αλγεβρικών τιµών των προβολών των 
δυνάµεων, πάνω στους άξονες Ox και Oy αντιστοίχως. Eξάλλου, επειδή οι 
δυνάµεις που ενεργούν στο σώµα είναι συνεπίπεδες, οι ροπές αυτών περί 
οποιοδήποτε σηµείο A του επιπέδου τους θα έχουν τον ίδιο φορέα, ο οποίος 
θα είναι κάθετος στο επίπεδο των δυνάµεων και θα διέρχεται από το σηµείο 
A. Έτσι, εάν     

 
k  είναι η διανυσµατική  µονάδα του φορέα αυτού, τότε η σχέ 

ση ισορροπίας (2) γράφεται: 
 

 

          τ1
(A)

k+ τ

2
(A)

k +...+ τ

n
(A)

k =

0  ⇒     

� 

Στ i
(A) = 0 

 
όπου   

� 

Στ i
(A) το άθροισµα των αλγεβρικών τιµών των ροπών των δυνάµεων, 

περί το θεωρούµενο σηµείο A. Στο άθροισµα αυτό συµβατικά θεωρούνται 
θετικές οι αλγεβρικές τιµές των δεξιόστροφων ροπών και αρνητικές οι 
αλγεβρικές τιµές των αριστερόστροφων. 
 
Παρατήρηση:  
 
Όταν ένα στερεό σώµα ισορροπεί υπό την επίδραση πολλών συνεπίπεδων 
δυνάµεων έχουµε την δυνατότητα να χρησιµοποιούµε ως αναγκαίες συν 
θήκες ισορροπίας δύο ακόµη οµάδες εξισώσεων που κάθε οµάδα περιέχει 
τρεις ανεξάρτητες εξισώσεις, ισοδύναµες προς τις γενικές εξισώσεις ισορροπί 



ας που αναφέρθηκαν προηγουµένως. Η µια οµάδα περιλαµβάνει τις εξισώ 
σεις:  
 
          

� 

Στ (A) = 0,    

� 

Στ (B) = 0,    

� 

ΣF(a) = 0                                                      (i) 
 
όπου   

� 

Στ (A),   

� 

Στ (B) τα αλγεβρικά αθροίσµατα των ροπών των δυνάµεων που 
ενεργούν στο σώµα, περί τα σηµεία Α και Β αντιστοίχως του επιπέδου των 
δυνάµεων και   

� 

ΣF(a) το αλγεβρικό άθροισµα των προβολών των δυνάµεων  
  

 
 

Σχήµα 6 
 
πάνω σ’ ένα άξονα (a) που ανήκει στο επίπεδό τους, αλλά δεν κατευθύνεται 
κάθετα προς την ΑΒ. Θα δείξουµε ότι οι εξισώσεις (i) εξασφαλίζουν τις 
γενικές αναγκαίες συνθήκες ισορροπίας     

� 

Σ
 
F =0 και     

� 

Σ
 
τ = 0, όπου     

� 

Σ
 
F  είναι 

η συνισταµένη των οµοεπιπέδων δυνάµεων και   

� 

Σ
 
τ  η συνισταµένη ροπή 

τους περί ένα οποιοδήποτε σηµείο. Πράγµατι αν οι δυνάµεις αναχθούν στο 
σηµείο B του στερεού θα προκύψει συνισταµένη δύναµη ίση µε την     

� 

Σ
 
F  και 

θα ισχύει: 
 

        
    

� 

Σ  τ (A) =Σ
 
τ (B) + AB × Σ

 
F ( )  

� 

⇒  
    

� 

 
0 =
 
0 + AB × Σ

 
F ( ) =

 
0  

� 

⇒  

 

         
    

� 

AB × Σ
 
F ( ) =

 
0  
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από την οποία προκύπτει ότι     

� 

Σ
 
F =0 ή ότι η     

� 

Σ
 
F  είναι συγγραµική µε το διά 

νυσµα  

� 

AB. Η δεύτερη όµως εκδοχή αποκλείεται, διότι τότε η     

� 

Σ
 
F  ως µη 

κάθετη επί τον άξονα (a) θα έχει συνιστώσα παράλληλη προς τον άξονα 
αυτόν πράγµα που το αποκλείει η τρίτη από τις εξισώσεις (i). Άρα θα είναι 

    

� 

Σ
 
F =0 που σηµαίνει ότι η συνισταµένη ρόπη   

� 

Σ
 
τ  των δυνάµεων έχει την 



ίδια τιµή, όταν αναφέρεται σε οποιοδήποτε σηµείο του στερεού ή της επέκτα 
σής του, δηλαδη θα είναι ίση µε µηδέν. 
 
Η άλλη οµάδα περιλαµβάνει τις εξισώσεις:  
 
          

� 

Στ (A) = 0,    

� 

Στ (B) = 0,    

� 

Στ (Γ ) = 0                                                     (ii) 
 
όπου   

� 

Στ (A),   

� 

Στ (B) ,   

� 

Στ (Γ ) τα αλγεβρικά αθροίσµατα των ροπών των δυνάµε 
ων περί τα σηµεία Α, Β και Γ αντιστοίχως του επιπέδου των δυνάµεων τα 
οποία όµως δεν βρισκονται στην ίδια ευθεία. Αν οι δυνάµεις αναχθούν στα 
σηµεία Β και Γ του στερεου θα προκύψει συνισταµένη δύναµη     

� 

Σ
 
F  και θα 

ισχύουν οι σχέσεις: 
  

       

    

� 

Σ  τ (A) = Σ  τ (B)+ AB × Σ
 
F ( )

Σ  τ (A) = Σ  τ (Γ )+ AΓ × Σ
 
F ( )

⎫ 
⎬ 
⎪ 

⎭ ⎪ 
    

� 

⇒
(ii)

  

    

� 

 
0 =
 
0 + AB × Σ

 
F ( )

 
0 =
 
0 + AΓ × Σ

 
F ( )

⎫ 
⎬ 
⎪ 

⎭ ⎪ 
  

� 

⇒  

 

        

    

� 

AB × Σ
 
F ( ) =

 
0 

AΓ × Σ
 
F ( ) =

 
0 

⎫ 
⎬ 
⎪ 

⎭ ⎪ 
  

� 

⇒   
    

� 

AB × Σ
 
F ( ) = AΓ × Σ

 
F ( )     

� 

⇒
(-)

   

 

        
    

� 

AB - AΓ( ) × Σ
 
F [ ] =

 
0  

 

Όµως 
    

� 

AB - AΓ( ) ≠
 
0  διότι τα σηµεία Α, Β, Γ, δεν βρίσκονται στην ίδια 

ευθεία, οπότε αναγκαστικά θα είναι     

� 

Σ
 
F =0, που σηµαίνει ότι η συνισταµένη 

ρόπη   

� 

Σ
 
τ  των δυνάµεων έχει κοινή τιµή για όλα τα σηµεία του στερεού ή 

της επέκτασής του, δηλαδη θα είναι ίση µε µηδέν. 
P.M. fysikos 

 
 

Τέσσερα λυµένα παραδείγµατα 
 
 

 Oµογενής ράβδος AΓ, βάρους     
 
w  και µήκους L, 

είναι αρθρωµένη στο ένα άκρο της A, όπως φαίνεται στο σχήµα (8), 
ενώ το άλλο άκρο της είναι δεµένο σε νήµα που διέρχεται από 
µικρή ακίνητη τροχαλία O, η οποία βρίσκεται πάνω στην κατακό 
ρυφη διεύθυνση που διέρχεται από το σηµείο A της ράβδου και 
βρίσκεται σε απόσταση L πάνω από αυτό. Στο ελεύθερο άκρο του 
νήµατος δένεται σφαιρίδιο βάρους     

 
w '=    

 
w /2.  

 
i) Nα καθορίσετε την τιµή της γωνίας θ, για την οποία η ράβδος AΓ 
ισορροπεί. 
 
ii) Nα καθορίσετε το είδος της ισορροπίας της ράβδου. 
 



ΛYΣH: i) Eπί της ράβδου AΓ ενεργεί το βάρος της     
 
w , η δύναµη     

� 

 
T  από το 

νήµα, κατά µέτρο ίση µε το βάρος     
 
w ' του σφαιριδίου και τέλος η δύναµη     

� 

 
R  

από την άρθρωση A. Λόγω της ισορροπίας της ράβδου πρέπει οι φορείς των 
τριών αυτών δυνάµεων να διέρχονται από το ίδιο σηµείο, που στην περίπτω 
σή µας είναι το µέσον M του νήµατος OΓ. Όµως το τρίγωνο OAΓ είναι ισοσ 
κελές, οπότε η διάµεσός του AM θα είναι διχοτόµος και ύψος αυτού. Eξάλ 
λου, πρέπει το άθροισµα των ροπών όλων των δυνάµεων που δέχεται η ράβ 
δος AΓ, περί το άκρο της A, να είναι µηδέν, δηλαδή πρέπει να ισχύει: 

 

 
      Σχήµα 8 

 
        w(L/2)ηµθ - T(AM) = 0  ⇒  w(L/2)ηµθ = w'Lσυν(θ/2)  ⇒  
 
        2w΄ηµ(θ/2)συν(θ/2) = w΄συν(θ/2)  ⇒ 
 
        ηµ(θ/2) = 1/2  ⇒  θ/2 = π/6  ⇒  θ = π/3 
 
ii) Έστω ότι η ράβδος AΓ αποµακρύνεται από την θέση ισορροπίας της, ώστε 
η γωνία θ να αυξάνεται. Tότε η ροπή του βάρους     

 
w  της ράβδου, περί το 

άκρο A, αυξάνεται ενώ η ροπή της τάσεως     

� 

 
T  του νήµατος ελαττώνεται, 

δηλαδή δηµιουργείται συνισταµένη ροπή επί της ράβδου που τείνει να την 
αποµακρύνει ακόµη περισσότερο από την θέση ισορροπίας της. Aς υποθέσου 
µε ακόµη ότι η ράβδος AΓ αποµακρύνεται από την θέση ισορροπίας της, 
ώστε η γωνία θ να ελαττώνεται. Tότε η ροπή της     

� 

 
T  περί το άκρο A αυξάν 

εται, ενώ η ροπή του βάρους     
 
w  περί το ίδιο σηµείο ελαττώνεται, δηλαδή 

δηµιουργείται πάλι επί της ράβδου συνισταµένη ροπή, η οποία τείνει να την 
αποµακρύνει ακόµη περισσότερο από την θέση ισορροπίας της. Mε βάση τα 
παραπάνω συµπεραίνουµε ότι, η ισορροπία της ράβδου είναι ασταθής. 
 

P.M. fysikos 
 
 

 Hµικυκλική πλάκα, βάρους     
 
w  και ακτίνας R, 

στηρίζεται σε οριζόντιο επίπεδο µε το οποίο παρουσιάζει συντελε 
στή οριακής τριβής n.  Στο άκρο A της πλάκας εφαρµόζεται οριζόν 



τια δύναµη, τέτοια ώστε το επίπεδο της πλάκας να διατηρείται 
κατακόρυφο και η πάνω πλευρά της να παρουσιάζει κλίση φ ως 
προς την οριζόντια διεύθυνση (σχ. 9). Eάν το κέντρο µάζας της 
πλάκας απέχει από την πάνω πλευρά της απόσταση 4R/3π, να 
βρείτε την τιµή της γωνίας φ, για την οποία επίκειται η ολίσθηση 
της πλάκας στο οριζόντιο επίπεδο καθώς και το µέτρο της οριζόντι 
ας δύναµης. 
 
ΛYΣH: Στην ηµικυκλική πλάκα ενεργεί το βάρος της     

 
w , του οποίου ο 

φορέας διέρχεται από το κέντρο µάζας K της πλάκας, η οριζόντια δύναµη     

� 

 
F  

και η πλάγια αντίδραση     

� 

 
Q  του οριζοντίου επιπέδου, η οποία αναλύεται στην 

στατική τριβή     

� 

 
T  και στην κάθετη αντίδραση     

� 

 
N . Όταν επίκειται η ολίσθηση 

της πλάκας πάνω στο οριζόντιο επίπεδο, αυτή ισορροπεί οριακά, οπότε οι φο  
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ρείς των δυνάµεων     

 
w ,     

� 

 
F  και     

� 

 
Q  διέρχονται από το ίδιο σηµείο, η δε τριβή     

� 

 
T  

είναι οριακή τριβή, και το µέτρο της θα ικανοποιεί την σχέση: 
 
        T = nN                                                                                   (1) 
 
Όµως, λόγω της ισορροπίας της πλάκας η συνισταµένη των οριζόντιων δυνά 
µεων που δέχεται, καθώς και η συνισταµένη των κατακόρυφων δυνάµεων 
είναι ίση µε µηδέν, δηλαδή θα ισχύουν οι σχέσεις: 
 

          

� 

F - T = 0

N - w = 0

⎫ 
⎬ 
⎭ 
  

� 

⇒   
  

� 

F = T

N = w

⎫ 
⎬ 
⎭ 
                                                 (2) 

 
Συνδυάζοντας τις σχέσεις (1) και (2) έχουµε:  

   
        F = nw                                                                       (3) 
 



Eξάλλου, το άθροισµα των ροπών όλων των δυνάµεων που δέχεται η πλάκα, 
περί το σηµείο επαφής της M µε το οριζόντιο έδαφος, είναι ίσο µε µηδέν, δη 
λαδή ισχύει: 
 
        F(ZM) - w(KΛ) = 0  

� 

⇒   F(R - Rηµφ) = w(OK)ηµφ  

� 

⇒  

        
  

� 

FR(1 - ηµϕ) = wηµϕ(4R/3π)  

� 

⇒     

� 

F = 4wηµϕ /3π(1 - ηµϕ)        (4) 
 
Aπό (3) και (4) έχουµε την σχέση: 
 
          

� 

4wηµϕ /3π(1 - ηµϕ) = nw  

� 

⇒     

� 

4ηµϕ = 3πn(1 - ηµϕ)  

� 

⇒  
 

          

� 

4ηµϕ + 3πnηµϕ = 3πn  

� 

⇒   
  

� 

ηµϕ =
3πn

3πn + 4
                          (5) 

 
Tέλος, σύµφωνα µε την σχέση (3), όταν επίκειται η ολίσθηση της πλάκας πά 
νω στο οριζόντιο επίπεδο το µέτρο της δύναµης     

� 

 
F  είναι ίσο µε nw. 

 
P.M. fysikos 

 
 

 O λαιµός µιας τροχαλίας µάζας m1, εφάπτεται 
ενός κεκλιµένου επιπέδου γωνίας κλίσεως φ. Στο αυλάκι του 
λαιµού έχει περιτυλιχθεί νήµα, στο ελεύθερο άκρο του οποίου έχει 
στερεωθεί µικρό σώµα µάζας m2 όπως φαίνεται στο σχήµα (10).  
 
i) Nα βρεθεί η σχέση µεταξύ των µεγεθών m1, m2 και φ, ώστε το 
σύστηµα τροχαλίας-σώµατος να ισορροπεί.  
 
ii) Eξετάσατε το είδος της ισορροπίας του συστήµατος. Nα δεχθείτε 
ότι, η τροχαλία µπορεί µόνο να κυλίεται κατά µήκος του κεκλιµέ 
νου επιπέδου. 
 
ΛYΣH: i) Eπί της τροχαλίας ενεργεί το βάρος της     

 
w 1, του οποίου ο φορέας 

διέρχεται από το κέντρο µάζας K της τροχαλίας, η τάση     
 
F  του κατακόρυφου 

νήµατος που περιβάλλει τον λαιµό της τροχαλίας, της οποίας ο φορέας εφάπ 
τεται της τροχαλίας και η οποία είναι ίση µε το βάρος     

 
w 2 του σώµατος.  
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Tέλος επί της τροχαλίας ενεργεί η αντίδραση     
 
A  του κεκλιµένου επιπέδου, η 

οποία αναλύεται στην κάθετη αντίδραση     
 
N  και στην στατική τριβή     

 
T . Λόγω 

της ισορροπίας της τροχαλίας, το άθροισµα των ροπών των δυνάµεων αυτών, 
περί το κέντρο µάζας K θα είναι µηδέν, δηλαδή θα ισχύει η σχέση: 
 
        FR – TR = 0  ⇒  F = T  ⇒  w2 = T                                         (1) 
 
Eπίσης η συνισταµένη των δυνάµεων που ενεργούν επί της τροχαλίας κατά 
την διεύθυνση του κεκλιµένου επιπέδου είναι µηδέν, δηλαδή ισχύει: 
 

        w1ηµφ + Fηµφ = T    ⇒
(1)

 (w1 + w2)ηµφ = w2  ⇒   
 

        
  

� 

ηµφ =
w2

w1 + w2

=
m2g

m1g + m2g
=

m2

m1 + m2

                                      (2) 

 
ii) Yποθέτουµε ότι, η τροχαλία εκτρέπεται λίγο από την θέση ισορροπίας 
της ώστε να κυλιθεί προς τα κάτω. Kατά την στοιχειώδη αυτή µετατόπιση 
της τροχαλίας η βαρυτική δυναµική ενέργεια του συστήµατος τροχαλία-
σώµα µεταβάλλεται κατά ΔU και ισχύει: 

 

         
ΔU=ΔUσωµ .

+ΔUτροχ .
                                                                   (3) 

 
Όµως η µεταβολή της βαρυτικής δυναµικής ενέργειας της τροχαλίας είναι: 
 

         
ΔUτροχ .

=-m
1
gΔsηµϕ                                                                    (4) 

 
όπου Δs η στοιχειώδης προς τα κάτω µετατόπιση του κέντρου µάζας της 
τροχαλίας. Eξάλλου η αντίστοιχη µεταβολή της βαρυτικής δυναµικής ενέρ 
γειας του σώµατος είναι: 
 

         
ΔUσωµ .

=-m
2
gΔsηµϕ+m

2
gΔs                                                        (5) 

 
όπου ο όρος -m2gΔsηµφ αναφέρεται στην µεταβολή της βαρυτικής δυναµι 
κής ενέργειας της µάζας m2, λόγω της µεταφορικής κίνησης της τροχαλίας, 
ενώ ο όρος m2gΔs οφείλεται σε µεταβολή της βαρυτικής της ενέργειας, λόγω 
της περιστροφής της τροχαλίας. Συνδυάζοντας τις σχέσεις (3), (4) και (5) 
παίρνουµε την σχέση: 
 

          

� 

ΔU= -m1gΔsηµϕ - m2gΔsηµϕ + m2gΔs  ⇒  
 

          

� 

ΔU= gΔs[m2 - (m1 + m2)ηµϕ ]    

� 

⇒
(2)

 
 

        
  

� 

ΔU= gΔs m2 - (m1 + m2)
m2

m1 + m2

⎡ 

⎣ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 
⎥ = 0 

 
Δηλαδή κατά την στοιχειώδη µετατόπιση του συστήµατος από την θέση ισορ 



ροπίας του, η βαρυτική του δυναµική ενέργεια δεν µεταβλήθηκε, γεγονός 
που σηµαίνει ότι η ισορροπία του είναι αδιάφορη. 

P.M. fysikos 
 
 

 Στις άκρες αβαρούς και λεπτής ράβδου µήκους 
2L, έχουν στερεωθεί δύο µικρά σφαιρίδια της ίδιας µάζας m και το 
σύστηµα µπορεί να στρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα   

� 

 
ω  

περί κατακόρυφο άξονα ΟΖ που διέρχεται από το µέσο Ο της ράβ 
δου και σχηµατίζει γωνία φ µε αυτήν.  
 

i) Να δείξετε ότι η στροφορµή 
   


L

(O)
 του συστήµατος περί το Ο και  

η κινητική του ενέργεια Κ ικανοποιούν την σχέση: 
 

        
   
(

L

(Ο )
⋅

ω)=2K 

 
ii) Nα βρείτε τις οριζόντιες συνιστώσες των δυνάµεων που δέχεται 
ο άξονας περιστροφής από τα έδρανα στήριξής του. Δίνεται η από 
σταση α των εδράνων. 
 
ΛΥΣΗ: i) Θεωρούµε τρισορθογώνιο σύστηµα Οxyz κύριων αξόνων αδρά 
νειας του συστήµατος ράβδος-σφαιρίδια ακλόνητα συνδεδεµένο µε αυτό, του 
οποίου ο άξονας Οx συµπίπτει µε την ράβδο, ο άξονας Οy ανήκει στο επίπε 
δο που καθορίζει η ράβδος και ο άξονας περιστροφής, ενώ ο άξονας Οz είναι 
κάθετος στο επίπεδο αυτό (σχ. 12). Οι προβολές ωx, ωy, ωz της γωνιακής ταχύ 
τητας   

� 

 
ω  στους άξονες αυτούς είναι: 

 
        ωx =ωσυνφ , ωy =ωηµφ , ωz =0                                                  (1) 
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Eάν     

� 

 
e x,     

� 

 
e y,     

� 

 
e z είναι τα µοναδιαία διανύσµατα των αξόνων Οx, Oy, Oz αντι 

στοίχως, θα έχουµε: 
 



            

� 

 
ω = ω x

 
e x +ω y

 
e y +ω z

 
e z    

� 

⇒
(1)

      

� 

 
ω = ωσυνϕ  e x +ωηµϕ  e y                   (2) 

 

Η στροφορµή 
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 του συστήµατος περί το Ο, δίνεται από την σχέση: 
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όπου Ιx, Iy, Iz οι ροπές αδράνειας του συστήµατος ως προς τους κύριους 
άξονες Οx, Oy, Oz αντιστοίχως, για τις οποίες ισχύει: 
  
       Ιx = 0 , Iy = Iz = 2mL2  
 
Έτσι η σχέση (3) παίρνει την µορφή: 
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Aπό την (4) προκύπτει ότι η στροφορµή δεν είναι συγγραµµική µε την 
γωνιακή ταχύτητα   
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ω , αλλά σχηµατίζει µε αυτήν γωνία θ=π/2-φ. Για το εσω 

τερικό γινόµενο 
   
(
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⋅

ω) έχουµε, σύµφωνα µε τις (2) και (4) την σχέση: 

 

        
   
(

L

(Ο )
⋅

ω)=2mL2ωηµϕωηµϕ =2mL2ω2ηµ2ϕ                                     (5) 

 
Eξάλλου η κινητική ενέργεια Κ του σύστήµατος είναι: 
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5) και (6) παίρνουµε την αποδεικτέα σχέση: 
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ii) Επειδή το κέντρο µάζας Ο του συστήµατος είναι ακίνητο, σύµφωνα µε το 
θεώρηµα κίνησης του κέντρου µάζας οι οριζόντιες συνιστώσες     
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F 1,     
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F 2 των 

δυνάµεων που δέχεται ο άξονας περιστροφής από τα έδρανα στήριξής του 
πρέπει να αποτελούν ζεύγος δυνάµεων του οποίου η ροπή   
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τ  είναι: 
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όπου 
   
d

L

(Ο )
/dt  ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής θεωρούµενος σ’ ένα 

αδρανειακό σύστηµα αναφοράς (λογουχάρη στο σύστηµα αναφοράς του εδά 



φους) και 
   
(d

L

(Ο )
/dt)σ  ο αντίστοιχος ρυθµός µεταβολής της στροφορµής θεω 

ρούµενος στο στρεφόµενο (µη αδρανεικό) σύστηµα αναφοράς Οxyz. Όµως 
σύµφωνα µε την σχέση (4) ο ρυθµός αυτός είναι µηδέν, οπότε η (8) γράφεται: 
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τ = ωσυνϕ  e x +ωηµϕ  e y( ) × (2mL2ωηµϕ  e y)[ ]  

� 

⇒  

 
            

� 

 
τ = 2mL2ω 2ηµϕσυνϕ(

 
e x ×

 
e y)  
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τ = mL2ω 2ηµ 2ϕ  e z                    (9) 

 
Εάν F είναι το κοινό µέτρο των δυνάµεων     
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F 1,     
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F 2 η (9) γράφεται: 
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Fα  e z = mL2ω 2ηµ 2ϕ  e z  
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F = mL2ω 2ηµ 2ϕ /α  
P.M. fysikos 

 


