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Μια  ταλάντωση και μια διπλή τροχαλία. 

Μια διπλή τροχαλία, η οποία αποτελείται από δύο οµόκε-

ντρους οµογενείς δίσκους µε ακτίνες R1=0,1m και R2=0,2m 

και µάζες Μ1=2kg και Μ2=4kg αντίστοιχα , µπορεί να στρέ-

φεται γύρω από τον σταθερό οριζόντιο άξονά της. Στην µι-

κρή τροχαλία έχουµε τυλίξει ένα αβαρές και µη εκτατό νήµα, 

στο άκρο του οποίου µέσω ενός ιδανικού ελατηρίου σταθε-

ράς k=50Ν/m κρέµεται ένα σώµα Σ µάζας m=2kg. Γύρω από την µεγάλη τροχαλία, έχει τυλι-

χθεί ένα δεύτερο αβαρές και µη ελαστικό νήµα, στο άλλο άκρο του οποίου έχει δεθεί ένα σώµα 

Σ1 µάζας m1=3kg, το οποίο ηρεµεί σε οριζόντιο επίπεδο µε το νήµα οριζόντιο, όπως στο σχήµα. 

i)  Να σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα Σ1, υπολογίζοντας τα µέτρα τους. 

ii) Εκτρέπουµε το σώµα Σ κατακόρυφα προς τα κάτω, επιµηκύνοντας το ελατήριο, κατά 0,2m 

και το αφήνουµε τη στιγµή t0=0 να κινηθεί. Αν δεν παρατηρείται κίνηση του σώµατος Σ1: 

α) να αποδείξτε ότι η κίνηση του σώµατος Σ είναι ΑΑΤ. 

β) Να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης του Σ σε συνάρτηση µε το χρόνο, θεωρώ-

ντας την προς τα πάνω κατεύθυνση ως θετική. 

γ) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της στατικής τριβής που ασκείται από το επίπεδο στο 

σώµα Σ1 σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

δ) Ποιος ο ελάχιστος συντελεστής οριακής στατικής τριβής µεταξύ του σώµατος Σ1 και ε-

πιπέδου, για να µην έχουµε ολίσθηση; 

iii) ∆ίνεται ότι µεταξύ του Σ1 και του επιπέδου οι συντελεστές τριβής είναι µ=µs=0,5 και συ-

γκρατώντας στη θέση του το Σ1, αποµακρύνουµε το σώµα Σ κατακόρυφα προς τα κάτω κα-

τά 0,4m. Σε µια στιγµή αφήνουµε ταυτόχρονα τα δυο σώµατα να κινηθούν. Να υπολογι-

στούν οι αρχικές επιταχύνσεις που θα αποκτήσουν τα σώµατα Σ και Σ1. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας ενός δίσκου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το κέντρο του Ι= 

½ ΜR
2
 και g=10m/s

2
. 

Απάντηση: 

Στο παρακάτω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται σε κάθε σώµα χωριστά. 
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Το σώµα Σ ισορροπεί, οπότε ΣF=0 → Fελ=mg → →= mgk 0l∆  

m4,0m
50

20

k

mg
0 ===l∆  

Αλλά τότε το ελατήριο δέχεται και δύναµη FΣ ίσου µέτρου µε την Fελ=20Ν από το σώµα (δρά-

ση-αντίδραση) και αφού ισορροπεί, δέχεται και κατακόρυφη δύναµη Τ1΄= 20Ν από το νήµα. 

Τότε το ελατήριο, ασκεί και στο νήµα κατακόρυφη δύναµη προς τα κάτω µέτρου 20Ν και από 

την ισορροπία του νήµατος (και χωρίς ισορροπία το νήµα είναι αβαρές…), αυτό ασκεί και δέ-

χεται δύναµη 20Ν στην τροχαλία. Στο δεύτερο σχήµα λοιπόν βλέπουµε να ασκείται στην τρο-

χαλία η τάση του κατακόρυφου νήµατος Τ1=20Ν, καθώς και η τάση Τ2 του οριζόντιου νήµατος, 

οπότε στο σώµα Σ1 ασκείται η τάση Τ2΄=Τ2.  

i) Στο σώµα Σ1 ασκούνται το βάρος w1=m1g=30Ν, η αντίδραση του επιπέδου, όπου αφού 

ΣFy=0, Ν1=w1=30Ν, καθώς και η Τ2΄και η τριβή Τρ. Από την ισορροπία της τροχαλίας 

παίρνουµε: 

Στο=0 → Τ1R1-Τ2R2=0 → N10
m2,0

m1,0
N20
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TT
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Αλλά επίσης και ΣF1x=0  οπότε  Τρ=Τ2΄=10Ν. 

ii) Αφού δεν παρατηρείται ολίσθηση του Σ1, η τροχαλία δεν 

στρέφεται, οπότε στην πραγµατικότητα η κατάσταση είναι 

ίδια, σαν το ελατήριο να κρέµεται από σταθερό σηµείο, όπως 

στο διπλανό σχήµα.  

α)Αλλά τότε αν πάρουµε µια τυχαία θέση που το σώµα βρί-

σκεται σε αποµάκρυνση y από την θέση ισορροπίας του, 

έχουµε: 

ΣF=w-Fελ΄=mg- kykykmg)y(k 00 −=−−=+ ll ∆∆  

Συνεπώς το σώµα Σ εκτελεί ΑΑΤ, γύρω από την αρχική θέση ισορροπίας και µε πλάτος 

Α=0,2m, αφού ξεκινά την ταλάντωσή του, χωρίς αρχική ταχύτητα. 

β) Η εξίσωση της αποµάκρυνσης θα είναι της µορφής y=Α·ηµ(ωt+φ0), όπου: 

s/rad5s/rad
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Ενώ τη στιγµή t=0 ξεκινά την ταλάντωσή του από τη θέση y=-Α, οπότε 
2

3
0

π
ϕ =  και η ε-

ξίσωση γίνεται: 
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ηµ  µονάδες στο S.I. 

γ) Επανερχόµαστε στο σώµα Σ. Στην τυχαία θέση έχουµε (µε θετική κατεύθυνση προς τα 

πάνω): 
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ΣF=-Dy → Fελ-mg=-ky → Fελ=mg-ky → 
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Αλλά µε βάση όσα ειπώθηκαν παραπάνω, την ίδια εξίσωση θα ικανοποιεί και το µέτρο της 

τάσης Τ1 (η τιµή της Fελ παίρνει µόνο θετικές τιµές και το νήµα είναι πάντα τεντωµένο), 

οπότε από την ισορροπία της τροχαλίας παίρνουµε: 

Στο=0 → Τ1R1-Τ2R2=0 →  
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Αλλά το Σ1 ισορροπεί, συνεπώς ΣFx=0 → Τρ=Τs= Τ2΄=Τ2: 
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Με γραφική παράσταση όπως στο διπλανό σχήµα. 

δ) Για να µην ολισθήσει το σώµα Σ1 θα πρέπει η µέγιστη τιµή της στατικής τριβής που θα 

αναπτυχθεί, να είναι µικρότερη ίση της οριακής στατικής τριβής: 

5,0
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Συνεπώς ο ελάχιστος συντελεστής οριακής στατικής τριβής για να µην ολισθήσει το σώµα 

Σ1 είναι ίσος µε  µs/min= 0,5. 

iii) Τη στιγµή t=0 που αφήνουµε ελεύθερα τα σώµατα,  το ελατήριο έχει επιµηκυνθεί κατά 

m8,0y10 =+= ll ∆∆ , οπότε το µέτρο της δύναµης του ελατηρίου είναι: 

Fελ=k·∆l=50·0,8Ν=40Ν 

Οπότε και το µέτρο της τάσης Τ1=40Ν. Αλλά τότε αν υποθέσουµε ότι η τροχαλία ισορρο-

πεί, η τάση του οριζοντίου νήµατος είναι ίση µε N20
R

R
TT

2

1
12 == ενώ η µέγιστη στατική 

τριβή που µπορεί να ασκηθεί στο σώµα Σ1 είναι Τορ=Τολ=µ·Ν1=0,5·3·10Ν=15Ν. Αυτό ση-

µαίνει ότι δεν έχουµε πια ισορροπία και η τροχαλία στρέφεται δεξιόστροφα ενώ το σώµα 

Σ1 επιταχύνεται προς τα δεξιά. 

Ερχόµαστε τώρα στο σώµα Σ. Αυτό επιταχύνεται προς τα πάνω µε αρχική επιτάχυνση µέ-

τρου: 
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Από το 2
ο
 νόµο του Νεύτωνα για την τροχαλία και το σώµα Σ1 παίρνουµε: 

Στο=Ι·αγων → Τ1·R1-Τ2R2=Ι·αγων  (1)  

Και   ΣFx=m1α1 → Τ΄2-Τολ=m1α1  (2) 
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Όπου Ι=Ι1+Ι2= .kgm09,0kgm2,04
2
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Αλλά κάθε σηµείο του οριζόντιου νήµατος έχει την ίδια 

επιτάχυνση, οπότε α1=αεπ= αγωνR2 και έχουµε από τις (1) 

και (2): 
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Σχόλιο. 

Το ελατήριο, µε το σώµα σε ισορροπία, έχει αρχική επιµήκυνση 0,4m. Έτσι όταν εκτρέψουµε 

το σώµα κατακόρυφα κατά 0,2m και το αφήσουµε να ταλαντωθεί, το ελατήριο θα βρίσκεται 

πάντα σε επιµήκυνση από 0,6m σε 0,2m. Αυτό σηµαίνει ότι δεν πρόκειται να «χρειαστεί» να 

συσπειρωθεί και να µας δηµιουργήσει κάποιο πρόβληµα το νήµα.  

Από τη στιγµή δε, που η τροχαλία ηρεµεί, το κατακόρυφο νήµα µένει ακίνητο, όπως ακίνητο 

µένει και το άκρο Ζ του νήµατος. 

Έτσι οι καταστάσεις στο παρακάτω σχήµα είναι απολύτως όµοιες: 

Z

 

Αλλά και στο iii) ερώτηµα, το ελατήριο µόλις που θα αποκτήσει το φυσικό µήκος του στη 

διάρκεια της ταλάντωσης και το νήµα θα ασκεί πάντα τάση (θα είναι τεντωµένο), µε εξαίρεση 

την πάνω ακραία θέση ταλάντωσης, όπου αποκτώντας το ελατήριο το φυσικό µήκος του, µηδε-

νίζεται στιγµιαία η τάση, χωρίς να παρατηρείται χαλάρωση του νήµατος. 

Φ υ σ ι κ ή ς - Χ η μ ε ί α ς  
Γιατί το να µοιράζεσαι ̟ράγµατα, είναι καλό για όλους… 

Επιµέλεια: 

∆ιονύσης Μάργαρης 
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