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Ένας κυλινδρικός φλοιός επιταχύνεται. 

Ένας λεπτός κυλινδρικός φλοιός, µάζας Μ=20kg και ακτίνας 

R=50cm, φέρει σχισµή βάθους y=10cm, εντός της οποίας έχουµε τυ-

λίξει ένα αβαρές νήµα και ηρεµεί σε οριζόντιο επίπεδο. Σε µια στιγµή 

ασκούµε µια οριζόντια δύναµη F στο άκρο Α του νήµατος, µε αποτέ-

λεσµα το σηµείο Α να αποκτά µια σταθερή επιτάχυνση αΑ=0,9m/s2, 

ενώ ο φλοιός κυλίεται.  

i) Να βρεθεί η επιτάχυνση του άξονα του κυλινδρικού φλοιού. 

ii) Να υπολογιστεί η µετατόπιση του άξονα Ο του φλοιού, τη στιγµή t1 που το άκρο Α του 

νήµατος έχει µετατοπιστεί κατά xΑ=4,5m;  Πόσο νήµα έχει ξετυλιχθεί µέχρι τη στιγµή αυ-

τή; 

iii) Να βρεθεί το µέτρο της ασκούµενης δύναµης F. 

iv) Τη στιγµή t2=4s, ο κυλινδρικός φλοιός, περνά σε ένα δεύτερο λείο οριζόντιο επίπεδο, όπου 

συνεχίζει την κίνησή του, ενώ συνεχίζει να ασκείται η ίδια δύναµη F στο άκρο Α του νή-

µατος. Να υπολογιστεί η ταχύτητα του σηµείου επαφής του φλοιού µε το επίπεδο, σηµείο 

Γ, τη χρονική στιγµή t3=7s. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Η επιτάχυνση του άκρου Α του νήµατος, είναι και 

επιτάχυνση κάθε σηµείου του οριζόντιου τµήµατος 

του νήµατος, συνεπώς και επιτάχυνση του σηµείου 

Β΄, όπου το νήµα εφάπτεται του φλοιού. (Το αντί-

στοιχο σηµείο Β του φλοιού θα έχει και κεντροµόλο 

επιτάχυνση, η οποία όµως δεν µας απασχολεί τη στιγµή αυτή,  αφού κατευθύνεται προς το 

κέντρο Ο του φλοιού). Θεωρώντας την κίνηση του φλοιού σύνθετη, µια µεταφορική µε επι-

τάχυνση του κέντρου µάζας Ο cma
r

 και µια στροφική µε γωνιακή επιτάχυνση αγων, τότε το 

σηµείο Β του φλοιού, έχει οριζόντια επιτάχυνση: 

αΒ=αΑ=αcm+αεπ=αcm+αγων·r  (1) 

όπου r=R-y=0,5m-0,1m=0,4m. 

Αφού ο φλοιός κυλίεται ισχύει ότι αcm=αγων·R, οπότε η σχέση (1) γίνεται: 
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ii)  Τόσο το σηµείο Α, όσο και ο άξονας του φλοιού κινούνται µε σταθερή επιτάχυνση, εκτελώ-

ντας ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση, οπότε: 
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Με διαίρεση κατά µέλη παίρνουµε: 
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Με βάση το παραπάνω σχήµα, όπου φαίνεται η θέση του φλοιού τις στιγµές t=0 και t1, αν 

0l το αρχικό µήκος του νήµατος και l το τελικό µήκος του ισχύει: 

m2m5,2m5,4xxxx OA0OA0 =−=−=−→+=+ llll  

Έχει συνεπώς ξετυλιχθεί νήµα µήκους .m2=l∆  

iii)  Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται 

στον κυλινδρικό φλοιό, όπου η ασκούµενη δύναµη F, µεταφέρε-

ται στον κύλινδρο σε απόσταση r από τον άξονά του, όπου y=R-r, 

ενώ η ασκούµενη τριβή σχεδιάστηκε προς τα αριστερά. 

Θεωρούµε την κύλιση του κυλινδρικού φλοιού ως σύνθετη, µια 

µεταφορική και µια περιστροφική γύρω από τον άξονα περιστρο-

φής στο Ο. Με θετική την προς τα δεξιά κατεύθυνση θετική, καθώς και τις δεξιόστροφες 

ροπές θετικές, εφαρµόζουµε το 2ου νόµο του Νεύτωνα για κάθε κίνηση χωριστά παίρνοντας: 

Μεταφορική:  cmcm MaTFaMF =−→=
rr

Σ   (1) 

Στροφική:        Στο=Ιcm·αγων → F·r +Τ·R= ½ ΜR2
·αγων  (2) 

Αλλά από την κύλιση έχουµε ακόµη αcm=αγων·R  (3) 

Από τις παραπάνω εξισώσεις έχουµε: 
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iv) Τη στιγµή t2=4s που ο κυλινδρικός φλοιός περνά στο λείο οριζόντιο επίπεδο έχει: 

   ταχύτητα κέντρου µάζας:    υ2cm=αcm·t2=0,5·4m/s=2m/s  και 

γωνιακή ταχύτητα:              ω2= .s/rad4s/rad
5,0
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R
cm ==

υ
 

Για τη συνέχεια εφαρµόζουµε ξανά το 2ο νόµο του Νεύτωνα  παίρνοντας: 

Μεταφορική κίνηση: :  1/cmcm/1 MaFaMF =→=
rr

Σ   → 
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Στροφική κίνηση: Στο=Ιcm·αγων → F·r = ½ ΜR2
·αγων/1  → 
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Έτσι τη στιγµή t3 η ταχύτητα του κέντρου Ο έχει µέτρο: 

υcm/3= υ2+αcm/1(t3 –t2)=2m/s+ s/m25,3s/m)47(
12

5
=−  

Ας έρθουµε τώρα στο σηµείο επαφής του κυλίνδρου µε το επίπεδο, 

στο σηµείο Γ. Αυτό θα έχει µια ταχύτητα υcm/3 µε φορά προς τα δε-

ξιά, εξαιτίας της µεταφορικής κίνησης και µια υγρ/3 εξαιτίας της κυ-

κλικής κίνησης γύρω από το Ο, µε φορά προς τα αριστερά και µέ-

τρο: 

( ) →−+=−+=⋅= )tt(RaRR)tt(aR 231/2231/233/ γωνγωνγρ ωωωυ  
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Συνεπώς η ταχύτητα του σηµείου Γ, έχει φορά προς τα αριστερά και µέτρο: 

s/m75,0s/m)25,34(33/ =−=−= υυυ γρΓ  

Σχόλια: 

1) Η κίνηση στο λείο επίπεδο απεδείχθη ότι δεν είναι κύλιση, αλλά το στερεό µας σπινάρει. 

Αυτό σηµαίνει ότι η δράση µόνο της δύναµης F µέσω του νήµατος, έχει σαν αποτέλεσµα να 

προκαλεί τέτοια γωνιακή επιτάχυνση, ώστε η γραµµική ταχύτητα του Γ, να είναι µεγαλύτε-

ρη από την ταχύτητα του κέντρου µάζας. Αν θα θέλαµε να µην σπινάρει αλλά να κυλίεται, 

θα πρέπει να ασκείτο πάνω του µια αντίθετης φοράς ροπή, από τη ροπή της F, ώστε να µει-

ωθεί η γωνιακή επιτάχυνση.  

2) Αλλά τότε πώς πετύχαµε κύλιση στο µη λείο οριζόντιο επίπεδο; Προφανώς ασκήθηκε και η 

τριβή η οποία «περιόρισε» την γωνιακή επιτάχυνση, έχοντας αντίθετη ροπή από την ροπή 

της F! Αλλά τότε στο σχήµα του iii) ερωτήµατος έχουµε σχεδιάσει λάθος την τριβή!!! 

3) Παρόλα αυτά, το αποτέλεσµα στο ερώτηµα είναι σωστό. Πράγµατι αν παίρναµε την τριβή 

προς τα δεξιά, θα είχαµε: 

Μεταφορική:  cmcm MaTFaMF =+→=
rr

Σ   (1) 

Στροφική:        Στο=Ιcm·αγων → F·r -Τ·R= ½ ΜR2
·αγων  (2) 

Αλλά από την κύλιση έχουµε ακόµη αcm=αγων·R  (3) →  
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Πράγµα που σηµαίνει ότι δεν επηρεάζει τη λύση µας ο αρχικός σχεδιασµός της τριβής. Η 

σωστή κατεύθυνσή της θα προκύψει, αν υπολογίσουµε την τιµή της από την εξίσωση (1). 
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Έτσι µε τον αρχικό σχεδιασµό, αν λύσουµε ως προς Τ, βρίσκουµε: 

Τ=F-Μαcm= N
3

5
N5,020N
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−=⋅−  

Πράγµα που υποδεικνύει ότι έχει αντίθετη φορά, από αυτήν που είχαµε σχεδιάσει. 

4) Θα µπορούσαµε να προβλέψουµε εξαρχής την κατεύθυνση της τρι-

βής, µε την επίδραση της δύναµης F (και µάλιστα ανεξάρτητα της 

τιµής της δύναµης…). Έτσι µε τη  δράση µόνο της δύναµης (χωρίς 

την άσκηση τριβής) θα είχαµε: 

F=Μ·αcm  και F·r = ½ ΜR2
·αγων → 

αεπ/Γ=αγωνR= cma
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Βλέπουµε ότι το σηµείο Γ επαφής του φλοιού µε το έδαφος, µε την επίδραση µόνο της δύ-

ναµης F, τείνει να επιταχυνθεί προς τα αριστερά, συνεπώς θα εµφανιστεί δύναµη τριβής µε 

φορά προς τα δεξιά. 

Φ υ σ ι κ ή ς - Χ η μ ε ί α ς  
Γιατί το να µοιράζεσαι ̟ράγµατα, είναι καλό για όλους… 

Επιµέλεια: 

∆ιονύσης Μάργαρης 
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