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Ο κύλινδρος μεταφέρει τον κύβο; 

Ένας κύλινδρος, µάζας m=20kg και ακτίνας R=0,2m και 

ένας κύβος, µάζας Μ=50kg ηρεµούν σε οριζόντιο επίπεδο 

µε το οποίο παρουσιάζουν συντελεστές τριβής µ=µs=0,4. 

Ένα αβαρές τεντωµένο οριζόντιο νήµα συνδέει το κέντρο 

του κυλίνδρου µε τον κύβο, ενώ γύρω από τον κύλινδρο 

έχουµε τυλίξει ένα άλλο αβαρές νήµα, στο άκρο Α του οποίου ασκούµε κάποια στιγµή µια στα-

θερή οριζόντια δύναµη µέτρου F. 

i)  Ποια είναι η µέγιστη τιµή της δύναµης F που µπορούµε να ασκήσουµε, χωρίς να κινηθούν 

τα σώµατα; 

ii) Αν τη στιγµή t0=0 τραβήξουµε το άκρο του νήµατος ασκώντας δύναµη F1=90Ν, να υπολο-

γιστούν τη στιγµή t1=2s: 

α) Η ταχύτητα του άκρου Α. 

β) Η ισχύς της δύναµης. 

γ) Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας κάθε σώµατος. 

iii) Ποιες θα ήταν οι αντίστοιχες απαντήσεις στα προηγούµενα υποερωτήµατα, αν η ασκούµε-

νη δύναµη F είχε µέτρο F2=155Ν; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου Ι= ½ mR
2
 και g=10m/s

2
. 

Απάντηση: 

Μόλις ασκήσουµε τη δύναµη F στο άκρο Α του νήµατος, µέσω αυ-

τού µεταφέρεται στον κύλινδρο ίση δύναµη ασκούµενη στο σηµείο 

επαφής Β του νήµατος µε τον κύλινδρο. Για να µην τεθεί σε περι-

στροφή ο κύλινδρος, θα πρέπει Στο=0, οπότε θα εµφανιστεί στατική 

τριβή µε φορά προς τα δεξιά, όπως στο σχήµα. 

i) Για τον κύλινδρο:  Στο=0 → F·R-Τ1R=0 → Τ1=F. 

Αλλά η µέγιστη τιµή της στατικής τριβής που µπορεί να ασκηθεί 

χωρίς να αρχίσει η περιστροφή του που κυλίνδρου, η οριακή 

τριβή, έχει µέτρο Τ1ορ=µs·Ν1=µs·mg=0,4·20·10Ν=80Ν, αλλά τότε 

και η µέγιστη δύναµη F που µπορούµε να ασκήσουµε χωρίς να αρχίσει να επιταχύνεται πε-

ριστροφικά, είναι Fmax=80Ν. 

Βέβαια έτσι εξασφαλίζουµε τη µη περιστροφή του κυλίνδρου. Και η µεταφορική του κίνη-

ση; Για να µην επιταχυνθεί λοιπόν µεταφορικά, θα πρέπει επίσης να ισχύει και ΣFx=0 ή 

Τν=F+Τ1=160Ν. 

Ερχόµαστε τώρα στον κύβο. Στο δεύτερο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκού-

νται στον κύβο. Για να ισορροπεί πρέπει ΣF2x=0  δηλαδή πρέπει να ασκηθεί πάνω του στα-
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τική τριβή µέτρου ίσου την τάση του νήµατος Τν=160Ν. Αλλά η µέγιστη τιµή της στατικής 

τριβής που  µπορεί να εµφανιστεί είναι Τ2ορ=µsΜg=0,4·50·10Ν=200Ν, συνεπώς όταν δεχτεί 

την τάση µέτρου 160Ν, θα  εµφανιστεί στατική τριβή, µέτρου επίσης 160Ν και δεν θα ολι-

σθήσει.  

Συµπέρασµα: Αν τραβήξουµε το νήµα µε δύναµη µέτρου έως και 80Ν, θα αναπτυχθούν δυ-

νάµεις στατικής τριβής και στα δυο σώµατα, οπότε δεν θα υπάρξει κίνηση (ούτε µεταφορά, 

ούτε περιστροφή του κυλίνδρου). 

ii) Προφανώς τώρα αφού F1>80Ν ο κύλινδρος θα επιταχυνθεί στροφικά, µιας και δεν µπορεί 

να ασκηθεί πάνω του στατική τριβή 90Ν. Η τριβή θα γίνει τριβή ολίσθησης, µέτρου 

Τ1ολ=µmg=80Ν. Αλλά τότε για τη µεταφορική του κίνηση, αν δεχτούµε ότι ΣFx=0, θα έχου-

µε ότι Τν=F1+Τ1ολ=170Ν, µικρότερη ξανά από την οριακή τριβή που µπορεί να αναπτυχθεί 

στον κύβο, ο οποίος θα συνεχίσει να ισορροπεί. Αλλά τότε ο κύβος δεν θα κινηθεί, το νήµα 

θα µείνει τεντωµένο, χωρίς να µπορεί να επιταχυνθεί µεταφορικά ούτε ο κύλινδρος, ο ο-

ποίος θα αρχίσει να περιστρέφεται. Για την περιστροφική κίνηση του κυλίνδρου: 

Στ=Ι·αγων → 1

2

o1 amR
2

1
RTFR γωνλ =− → 

.s/rad5s/rad
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Αλλά τότε η κίνηση είναι στροφική οµαλά επιταχυνόµενη και κατ’ αντιστοιχία µε την ευ-

θύγραµµη, τη στιγµή t1 έχει αποκτήσει γωνιακή ταχύτητα: 

s/rad10s/rad25ta 1 =⋅== γωνω  

α) το σηµείο Α του νήµατος, έχει ταχύτητα, όση και το σηµείο Β, το οποίο 

εκτελεί κυκλική κίνηση γύρω από το Ο, οπότε: 

υΑ=υΒ=ωR=10·0,2m/s=2m/s. 

β) Η ισχύς της δύναµης είναι ίση: 

Ρ=F1 ·υΑ=90·2W=180W. 

γ) Από το Θ.Μ.Κ.Ε. για τον κύλινδρο έχουµε ότι ∆Κ=Wολ  ή ∆Κ=Ww1+WΝ1+WF1+WΤ1, όπου: 

Ww1=WΝ1=0, δυνάµεις κάθετες στη µετατόπιση, ενώ WΤ1=-Τ1∆x=- ϑ∆τ ⋅
1T , οπότε: 

ω
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dK
1FF

1T1F → 

s/J20s/J102,080s/J180
dt

dK
=⋅⋅−=  

Εξάλλου ο κύβος παραµένει ακίνητος, οπότε προφανώς .0
dt

dK =κ  

iii) Αν το µέτρο της ασκούµενης δύναµης ήταν F2=155Ν και η τριβή Τ1 ήταν ξανά 80Ν, τότε 

για να ισορροπεί µεταφορικά ο κύλινδρος η τάση του νήµατος θα πρέπει να ήταν 
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155Ν+80Ν=235Ν. Αλλά αν ασκηθεί δύναµη 235Ν στον κύβο, αυτός θα ολισθήσει, συνε-

πώς δεν έχουµε (µεταφορικά) ισορροπία , όπως στο προηγούµενο ερώτηµα, αφού έχουµε 

µεταφορική κίνηση του συστήµατος. Εφαρµόζουµε λοιπόν για κάθε σώµα το 2
ο
 νόµο του 

Νεύτωνα: 

Μεταφορική κίνηση κυλίνδρου:  ΣFx=m·α → F2+Τ1-Τν =m·α  (1) 

Στροφική κίνηση:        Στ=Ι·αγων2 → F2R-Τ1R = ½ mR
2
·αγων2   (2) 

Κύβος Σ:                               ΣFx=Μ·ακ → Τν΄ -Τ2ολ =Μ·ακ   (3) 

Αλλά το νήµα που συνδέει τα δυο σώµατα είναι αβαρές, οπότε Τν=Τν΄, ενώ έχει και σταθε-

ρό µήκος, άρα ακ=α, ενώ Τ2ολ=Τ2ορ=200Ν. Θεωρώντας τώρα ότι ο κύλινδρος κυλίεται θα 

έχουµε και ότι α=αγων2R και µε πρόσθεση κατά µέλη των τριών παραπάνω εξισώσεων 

παίρνουµε: 
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Είναι όµως σωστή η υπόθεσή µας ότι ο κύλινδρος κυλίεται; Βρίσκουµε την ασκούµενη 

στον κύλινδρο (στατική) τριβή από την (2):  

!!!N25,141N
8

11
20

2

1
N155ma

2

1
FT 21 =⋅−=−=  

Τέτοια δύναµη τριβής όµως δεν µπορεί να αναπτυχθεί, οπότε ο κύλινδρος δεν θα κυλίεται, 

αλλά θα ολισθαίνει περιστρεφόµενος. Αλλά τότε αντικαθιστώντας Τ1=80Ν παίρνουµε µε 

πρόσθεση των (1) και (3): 

( )
Mm

TTF
aaMmTTF o212

o212 +
−+

=→+=−+ λολ
λολ → 

22 s/m5,0s/m
5020

20080155
a =

+
−+

=  

Οπότε από την (2) βρίσκουµε: 
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Έτσι τη στιγµή t1=2s θα έχουµε:  

υ1=αt1=0,5·2m/s=1m/s   και ω=αγων2·t1=37,5·2rad/s=75m/s. 

α) Η ταχύτητα του άκρου Α ίση µε την ταχύτητα του σηµείου, θα 

προκύψει ως το άθροισµα της ταχύτητας του κυλίνδρου λόγω 

µεταφορικής κίνησης υcm=υ=1m/s και της γραµµικής ταχύτη-

τας του Β λόγω της κυκλικής κίνησης: 
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υγρ=ωR=75·0,2m/s=15m/s. 

s/m16s/m)151(cmB2A =+=+== γρυυυυ  

β) Η ισχύς της δύναµης είναι ίση: 

Ρ2 =F2 ·υΑ2=155·16W=2480W. 

γ) ∆ουλεύοντας όπως και στο αντίστοιχο υποερώτηµα της ii) ερώτησης έχουµε: 

Για τον κύλινδρο: 

cm1A2cmTF
T1T2F1 TTFTPP

dt

dW

dt

dW

dt

dW

dt

dK
12

υυυυ νΓν
ν −⋅−=−+=++=  

Αλλά από την εξίσωση (3) Τν΄ -Τ2ολ =Μ·ακ   → Τν=Τ2ολ+Μ·α =200Ν+50·0,5Ν=225Ν, ενώ 

υΓ=υγρ-υcm=14m/s (όπως στο παραπάνω σχήµα), οπότε: 

s/J135.1W1225W1480W16155TTF
dt

dK
cm1A2

1 =⋅−⋅−⋅=⋅−⋅−= υυυ νΓ . 

Για τον κύβο: 

s/J25s/J1)200225()TT(
dt

dW

dt

dW

dt

dK
2

2TT2 =⋅−=−′=+= ′
κν

ν υ  

Σχόλιο. 

Και αν θέλαµε να δούµε τι συµβαίνει µε τις ενέργειες συνολικά; 

Ας βρούµε την ισχύ κάθε τριβής. 

( ) W120.1W)115(80TTP cm11T1
−=−⋅−=−⋅−=⋅−= υυυ γρΓ  

W200W1200TTP cm22T2
−=⋅−=⋅−=⋅−= υυκ  

Οι παραπάνω τιµές εκφράζουν την ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική εξαιτίας των δύο τρι-

βών ολίσθησης. Αλλά τότε στο σύστηµα δίνεται ανά µονάδα χρόνου (s) ενέργεια µέσω του 

έργου της δύναµης F2 ίση µε Ρ2=2.480J. Αυτή η ενέργεια είναι ίση µε το άθροισµα της αύξησης 

της κινητικής ενέργεια των σωµάτων και της ενέργειας που µετατρέπεται σε θερµική. 

Πράγµατι: 

s/J480.2s/J2001120s/J25s/J135.1P
dt

dK

dt

dK
P Q

21
2 =−−++=++= . 
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