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ΦΥΣΙΚΗΦΥΣΙΚΗ ΙΙ
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ

Το σημείο P του επιπέδου προσδιορίζεται μέσω της ακτίνας r και της γωνίας θ:  P(r,P(r,θθ))

Πολικές Συντεταγμένες Επιπέδου

sinθr y 
cosθrx

=
=

2πθ0
r0
<≤
∞<≤

όπου
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ

Σχέση Πολικών &  Καρτεσιανών Συντεταγμένων
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+=
−= ΟΟ γεωμετρικόςγεωμετρικός τόποςτόπος r=const.r=const.

στιςστις πολικέςπολικές συντεταγμένεςσυντεταγμένες
είναιείναι έναςένας κύκλοςκύκλος..
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ

Το σημείο P του χώρου προσδιορίζεται μέσω της ακτίνας r, της γωνίας θ
και της καρτεσιανής συντεταγμένης z:  P(r, P(r, θθ, z, z))

Κυλινδρικές Συντεταγμένες

zz
sinθr y 
cosθrx

=
=
=

Κυλινδρικές συντεταγμένες σε Καρτεσιανές

Καρτεσιανές συντεταγμένες σε Κυλινδρικές
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ΟΟ γεωμετρικόςγεωμετρικός τόποςτόπος r=const.r=const. στιςστις κυλινδρικέςκυλινδρικές
συντεταγμένεςσυντεταγμένες είναιείναι ηη επιφάνειαεπιφάνεια κυλίνδρουκυλίνδρου..
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ

Το σημείο P του χώρου προσδιορίζεται μέσω της ακτίνας ρ και των γωνιών θ και φ:  
P(P(ρρ, , θθ, , φφ))

Σφαιρικές Συντεταγμένες

cosφρz
sinθsinφρ y 
cosθsinφρx

=
=
=

πφ0
2πθ0

ρ0

≤≤
<≤
∞<≤

όπου
ΟΟ γεωμετρικόςγεωμετρικός τόποςτόπος ρρ=const.=const.
στιςστις σφαιρικέςσφαιρικές συντεταγμένεςσυντεταγμένες
είναιείναι ηη επιφάνειαεπιφάνεια σφαίραςσφαίρας..
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ

Σφαιρικές Συντεταγμένες

cosφρz
sinθsinφρ y 
cosθsinφρx

=
=
=

Σφαιρικές συντεταγμένες σε Καρτεσιανές

Καρτεσιανές συντεταγμένες σε Σφαιρικές
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ
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Σχέση Κυλινδρικών Σφαιρικών Συντεταγμένων

P(P(ρρ, , θθ, , φφ))P(r, P(r, θθ, z, z))
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ

Παράδειγμα

Το σημείο του χώρου P με Καρτεσιανές
Συντεταγμένες (+1, ‐1, +1) έχει:
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Κυλινδρικές Συντεταγμένες
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Σφαιρικές Συντεταγμένες
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ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ

Δx
f(x)Δx)f(x

dx
df(x)f lim

0Δx

−+
==′

→

ΠαράγωγοςΠαράγωγος ΣυνάρτησηςΣυνάρτησης ΜιαςΜιας ΜεταβλητήςΜεταβλητής

Εάν η συνάρτηση έχει περισσότερες μεταβλητές {x1, x2, … xi … xn}, τότε η μερικήμερική παράγωγοςπαράγωγος της
συνάρτησης αυτής ωςως προςπρος μιαμια μεταβλητήμεταβλητή xxii ορίζεται ως το όριο: 

ΜερικήΜερική ΠαράγωγοςΠαράγωγος ΣυνάρτησηςΣυνάρτησης ΠολλώνΠολλών ΜεταβλητώνΜεταβλητών
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Δηλαδή, ελέγχεται η μεταβολήμεταβολή της συνάρτησης f μόνομόνο ωςως προςπρος τηντην μεταβλητήμεταβλητή xxii , , θεωρώντας
όλες τις άλλες μεταβλητές της σταθερές.
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ΠΑΡΑΓΩΓΟΣΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΘΕΤΗΣΣΥΝΘΕΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

ΠαράγωγοςΠαράγωγος ΣύνθετηςΣύνθετης ΣυνάρτησηςΣυνάρτησης ΠολλώνΠολλών ΜεταβήτώνΜεταβήτών

Η παράγωγος της σύνθετης συνάρτησης ff (x(x , y), y) ως προς την μεταβλητή tt, όταν x=x(t)x=x(t) και y=y(t)y=y(t)
δίνεται από τον κανόνα της αλυσίδας:
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Αντίστοιχα το διαφορικόδιαφορικό df df  δίνεται από τη σχέση:
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ΔΙΑΝΥΣΜΑΔΙΑΝΥΣΜΑ ΘΕΣΗΣΘΕΣΗΣ ΚΑΙΚΑΙ ΤΑΧΥΤΗΤΑΣΤΑΧΥΤΗΤΑΣ
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ΔΙΑΝΥΣΜΑΔΙΑΝΥΣΜΑ ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ
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k̂
dt
dvĵ
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ΔΙΑΝΥΣΜΑΔΙΑΝΥΣΜΑ ΘΕΣΗΣΘΕΣΗΣ ΚΑΙΚΑΙ ΤΑΧΥΤΗΤΑΣΤΑΧΥΤΗΤΑΣ

ΚατάΚατά τητη κίνησηκίνηση τουτου σώματοςσώματος απόαπό τοτο ΑΑ στοστο ΒΒ
ηη μετατόπισημετατόπιση ΔΔss πάνωπάνω στηνστην καμπύληκαμπύλη δίνεταιδίνεται
απόαπό τοτο τόξοτόξο ΑΒΑΒ. . 
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ΣτοΣτο όριοόριο αυτόαυτό τοτο ΔΔs s γίνεταιγίνεται ίσοίσο μεμε τοτο μέτρομέτρο ΔΔrr, , οπότεοπότε οο πρώτοςπρώτος όροςόρος
αντιπροσωπεύειαντιπροσωπεύει έναένα μοναδιαίομοναδιαίο διάνυσμαδιάνυσμα, , εφαπτόμενοεφαπτόμενο στηστη διαδρομήδιαδρομή
((καμπύληκαμπύλη) ) πουπου περιγράφειπεριγράφει τηντην κίνησηκίνηση τουτου σώματοςσώματος..
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ΔΙΑΝΥΣΜΑΔΙΑΝΥΣΜΑ ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ

ΕφαπτομενικήΕφαπτομενική ΕπιτάχυνσηΕπιτάχυνση: : ΑλλαγήΑλλαγή στοστο μέτρομέτρο τηςτης ταχύτηταςταχύτηταςTa
r

Σώμα κινείται στην τροχιά C και τη
χρονική στιγμή t έχει ταχύτητα v και
επιτάχυνση a. Η επιτάχυνση a έχει πάντα
κατεύθυνση προς τα κοίλα της τροχιάς.

Μπορούμε να αναλύσουμε την
επιτάχυνση σε δύο κάθετες συνιστώσες: 
Σε μια εφαπτομενική στην τροχιά και σε
μια κάθετη συνιστώσα.

Ta
r

x

y

Na
r a

r
CC

vr

ΚάθετηΚάθετη ΕπιτάχυνσηΕπιτάχυνση: : ΑλλαγήΑλλαγή στηστη διεύθυνσηδιεύθυνση τηςτης ταχύτηταςταχύτηταςNa
r
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ΔΙΑΝΥΣΜΑΔΙΑΝΥΣΜΑ ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ

v
dt
ud

dt
dvu)vu(

dt
da

dt
vda T

TT

r
rrr

r
r

+==⇒=Tu
r

Nu
r

'uT
r

r
r 'uT

r
Tu
r

Tud
r

x

y

dφ
Όταν η τροχιά δεν είναι ευθύγραμμη, 
τότε το μοναδιαίο διάνυσμα uT αλλάζειαλλάζει
κατεύθυνσηκατεύθυνση, ,  οπότε χρειάζεται να
υπολογισθεί η παράγωγός του ως προς
τον χρόνο.

Στο αντίστοιχο κεφάλαιο της ΚινηματικήςΚινηματικής θα αποδειχθεί πως

όπου το μοναδιαίο διάνυσμα uN είναι κάθετο στην εφαπτομενική διεύθυνση της
τροχιάς και ρρ η ακτίνα καμπυλότητας.
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ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ ΣΤΟΝΣΤΟΝ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΟΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΟ ΧΩΡΟΧΩΡΟ
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Η έννοια της παραγώγισης ενός βαθμωτού ή διανυσματικού πεδίου στον χώρο
διευκολύνεται με την εισαγωγή του τελεστή (ΑνάδελταΑνάδελτα ή NablaNabla), ο οποίος ορίζεται
ως:

∇

Διακρίνονται οι τρεις παρακάτω περιπτώσεις, ανάλογα με το εάν το πεδίο (η συνάρτηση) 
στο οποίο ο τελεστής αυτός επιδρά είναι βαθμωτό ή διανυσματικό: 

ΟΝΟΜΑΣΙΑΟΝΟΜΑΣΙΑ ΟΡΙΣΜΑΟΡΙΣΜΑ ΤΡΟΠΟΣΤΡΟΠΟΣ
ΔΡΑΣΗΣΔΡΑΣΗΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑ

ΚλίσηΚλίση ((grad)grad) ΒαθμωτόΒαθμωτό ΔιανυσματικόΔιανυσματικό

ΑπόκλισηΑπόκλιση ((div)div) ΔιανυσματικόΔιανυσματικό ΒαθμωτόΒαθμωτό

ΣτροβιλισμόςΣτροβιλισμός ((curl)curl) ΔιανυσματικόΔιανυσματικό ΔιανυσματικόΔιανυσματικό
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×∇
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Ως κλίση ενός βαθμωτού πεδίου (συνάρτησης) f(x,y,z) ορίζεται ως το διανυσματικό
πεδίο:

Το gradf gradf  δίνει την παράγωγοπαράγωγο του βαθμωτού πεδίου
ανάανά κατεύθυνσηκατεύθυνση. Προφανώς το εσωτερικό γινόμενο

είναι το μέγεθος της παραγώγου (μεταβολή του
πεδίου) ως προς την κατεύθυνση του μοναδιαίου
διανύσματος ee.

( ) ef rr
⋅∇
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ĵ

y
î
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Η απόκλισηαπόκλιση ((divergence) divergence) ενός διανυσματικού πεδίου είναι
βαθμωτόβαθμωτό μέγεθος. Προσομοιώνει την ροήροή υποθετικού
ρευστού στο εν λόγω σημείο του χώρου, υποθέτοντας
πως το διανυσματικό πεδίο στο οποίο επιδρά εκφράζει
την ταχύτηταταχύτητα του ρευστού.

Στο παράδειγμα αυτό έχουμε σταθερήσταθερή ((θετικήθετική) ) ροήροή ((εκροήεκροή) ) 
σε κάθε σημείο του χώρου.
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z
ĵ
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Η απόκλισηαπόκλιση ((divergence) divergence) ενός διανυσματικού πεδίου είναι
βαθμωτόβαθμωτό μέγεθος. Προσομοιώνει την ροήροή υποθετικού
ρευστού στο εν λόγω σημείο του χώρου, υποθέτοντας
πως το διανυσματικό πεδίο στο οποίο επιδρά εκφράζει
την ταχύτηταταχύτητα του ρευστού.

Στο παράδειγμα αυτό έχουμε μηδενικήμηδενική ροήροή σε κάθε σημείο
του χώρου (το ρευστό μόνο στροβιλίζεται).
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Η στροβιλισμόςστροβιλισμός ((curl) curl) ενός διανυσματικού πεδίου είναι διανυσματικόδιανυσματικό μέγεθος.  Δείχνει
τον στροβιλισμόστροβιλισμό υποθετικού ρευστού στο εν λόγω σημείο του χώρου, υποθέτοντας πως
το διανυσματικό πεδίο στο οποίο επιδρά εκφράζει την ταχύτηταταχύτητα του ρευστού.

Όταν ένα διανυσματικό πεδίο έχει μηδενικόμηδενικό στροβιλισμόστροβιλισμό αποκαλείται αστρόβιλοαστρόβιλο πεδίοπεδίο.

Ένας πρακτικός τρόπος για να βρεθεί ο στροβιλισμός ενός πεδίου σε κάποιο σημείο του
είναι να μελετηθεί η στροφικήστροφική κίνησηκίνηση υποθετικού επίπεδου δίσκουδίσκου φερόμενου στο σημείο
αυτό.
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Αριθμητικό Παράδειγμα
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0Fcurl
rr
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≠

Σχηματικό παράδειγμα κίνησης ενός κλαδιού δέντρου στο υδάτινο ρεύμα μιας
λίμνης. Το κλαδί ακολουθεί την πορεία που καθορίζει το διάνυσμα της
ταχύτητας του ρευστού στην επιφάνεια της λίμνης. Εάν ο προσανατολισμός του
κλαδιού δεν αλλάζει (αριστερά), τότε δεν υπάρχει στροβιλισμός στο πεδίο των
ταχυτήτων (curlF=0). Στην αντίθετη περίπτωση ύπαρξης στροβιλισμού (δεξιά), 
το κλαδί πέραν από την μεταφορική εκτελεί και περιστροφική κίνηση.
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