
2.

ω)

6.

η.

ΣΚΗΣΕΙΣ

Ῥυθμός μεταβολής στο τς
Έστω η συνάρτηση. Γ(α) -κἲ -ᾱχ᾽ «ὀχ- ή ο

Να βρείτε το ρυθµό μεταβολής της Γ-ῶς προς κ, όταν κ]

Δίνεται η συνάρτηση Γ(α)----ᾱ--καὶ
Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της Γ-ῶς προς κ, όταν κ

Αἴνεται η συνάρτηση Γ(χ)--κ--Ίχ᾽ δημκ-ᾱ.

Να βρείτε το ρυθµό μεταβολής της παραγώγου της Εως προς κ. όταν χ-Ο.

ακζ-και.Δίνεται η συνάρτηση. Π(α)--
Να βρείτε την τιμή τοῦ -ᾱ-, για την οποία ο ρυθμός μεταβολής της Γ΄-ως προς.
Χς όταν ΧΑ εἶναι 5.

Δίνεται η συνάρτηση. Ε(α) Ωχ ὑαχ--2)
Να βρείτε την τιμή του ΄-ᾱ-, για την οποία ο ρυθµός μεταβολής της Εως προς.
χι μηδονίζται, ὅταν κ-«

Προβλήματα
Ἡ αξία μίας δίκυκλης μηχανής (σε ευρώ) τ. χρόνια μετά την αγορά της δίνεται.
από τη σχέση

Π(--20000--500, Ο«ι«Ι5

-ᾱ- Ποια εἶναι η τιμή αγοράς της μηχανής;
β.. Ποια εἶναι η αξία της μηχανής μετά από. 10 χρόνια;
Ύ. Ποιος εἶναι ο ρυθµός μεταβολής της αξίας της μηχανής οποιαδήποτε χρονική,

στιγμή καὶ ποιος ο ρυθµός μεταβολής της αξίας της μετά από 7 χρόνια;

Μία ώρα μετά τη λήψη κπης, ενός αντιπυρετικού, η µείωση της θερµοκί
ενὸς ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση. Τ(α) - Ξεν Ι«χεῖ

Να βρείτε τη δόση του αντιπυρετικού, ώστε ο ρυθμός μεταβολής της μεῖ
της θερμοκρασίας ὡς προς κ να εἶναι |



Το κόστος της ημερήσιας παραγωγῆς κ. μονάδων ενός βιομηχανικού προϊόντος.
: --ρύχ' εθθ0χ 41000 σε 6. για Ο-κεΊ05 , ενώ εἴσπραξη,

από την πώληση τῶν κ. μονάδων εἶναι Π(α) -άζύχ--2κ" -ᾱ- 6. Να βρείτε πότε
ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους Ρ(χ) -᾿Π(α)--Κ(ν) ὥς προς χ εἶναι θετικός.

εἶναι Κίχ)--

ἴ- Προβλήματα Γεωμετρίας

᾿.Ἔστω κυκλικός δίσκος ακτίνας τ. καὶ εμβαδού Έ.
Να βρείτο το ρυθµό μεταβολής του Ε΄ὥς προς τι όταν ΓΙ.

-ᾱ- Η επιφάνεια µιας σφαίρας ακτίνας τ. εἶναι Έ-- πε”. Να βρείτε το ρυθµό.
μεταβολής του Ε΄ ως προς τ, όταν τ-2

β. Ο όγκος Ὑ' µιας σφαίρας ακτίνας τ εἶναι ν-άκα. Να βρείτε το ρυθμό.
μεταβολής του Ψ΄ ὥς προς τι όταν τὸν

Να βροῖτο το ρυθµό μεταβολής του εμβαδού ενός ορθογωνίου µε διαστάσεις
α-κ΄ καὶ β-κεὶ ὥςπρος κ. όταν κ].

: Ταχύτητα - Επιτάχυνση
Ἕνα σώμα κινεῖται σε ἑναν άξονα καὶ ηθέση του΄κτη χρονική στημή τ δίνεται
από τη σχέση

χ()--
ὅπου το. κ. μετριέται σε µέτρα καὶ το τ. μετριέται σε δευτερόλεπτα.
ᾱ- Να βροίτε την ταχύτητα του σώματος τη χρονική στιγµή {--ὁ δευτορόλεπτα.

β.. Να βρείτε τη χρονική στιγμή κατά την οποία το σώμα εἶναι ακίνητο.
Ἱ.. Να βρείτε την επιτάχυνση του σώματος τη χρονική στιγμή (5 δευτερόλεπτα.

Η

Ἕνα σώμα κινείται σε ἑναν άξονα καὶ η θέση τοῦ κ τη χρονική στιγµή { δίνε-
ται από τη σχέση χ()--ιε-εδθ-δις
ὅπου το. χ. μετριέται σε µέτρα καὶ το ἕ- μετριέται σε δευτερόλεπτα.
--- Πότε το σώμα κινείται στην θετική κατεύθυνση;
Β... Πότε η ταχύτητα αυξάνει;
ἠ.. Ποια εἶναι η απόσταση που διανύθηκε απὀ το σώμα στη διάρκεια του πρώτου
δουτορολέπτου;



14.

τε

16.

17.

ιδ.

15.

Ἡ θέση ενός υλικού σημείου, το οποῖο εκτελεί ευθύγραμμη κίνηση δίνοται από τον
τύπο .-κ--κ(ι)--(ι--9)' όπου το {᾿ μετριέται σε δευτερόλεπτα καὶτο΄Χσε τη.
-α- Να βρείτε την ταχύτητα σε χρόνο τ
β... Ποια είναι η επιτάχυνση σε χρόνο 25665
γ-. Πότε το σημείο εἶναι (στιγμιαία) ακίνητο;
δ.. Πότε το σημεῖο κινεῖται στη θετική κατεύθυνση καὶ πότε στην αρνητική.
κατεύθυνση;
Να βρείτε το ολικό διάστηµα που ἔχει διανύσει το σηµείο στη διάρκεια τῶν
πρώτων 4 κος.

Β' ΟΜΑΛΑ

Οἱ διαστάσεις -ᾱ-, β΄ ενός ορθογωνίου μεταβάλλονται μὲ τὸ χρόνο σύμφωνα µε.
τις σχέσεις α(Ὁ) -Ίιν2΄ καὶ βία” ελ, ὅπου τι θ΄ χρόνος σε κου,
-ᾱ-Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου. δίνεται από τον τύπο.

Ε(Ο-ΔΟ «σε εσερ2
β.΄ Να βροῖτε το ρυθµό μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου ὡς προς τι τη

χρονική στημή {2 πε
Ο όγκος Ψ' ενός κυλίνδρου µε ακτίνα βάσης Γ.και ύψος Ἡ εἶναι Ψ πες
Αν. Ἡ π2γ-εΙ ς, να βρεῖτε το ρυθµό μεταβολἠς τοῦ Ν΄
υπ...
β.΄ ὥς προς τι όταν ΓΞΖ
Ἡ επιφάνεια. Έ΄ ενός κυλίνδρου µε ακτίνα βάσης τ΄ καὶ ύψος Ἀ. έχει εμβαδόν,
Ε--λπε Αν εἶπε ο Αν μ-3γ22ς, να βρείτε το ρυθµό μεταβολἠς του Έ ως
προς Γ, ὅταν Γ-2
Δύο ομόκεντροι κύκλοι ἔχουν ακτίνες Γ΄καὶ Α«2γεδ
Κα υπολογίσετε το ρυθµό μεταβολής ὡς προς Γ΄τον αμβα- ν΄
δού Έ του δακτυλίου, ὅταν τ--Ζ
Έστω τα σημεία Α(θ. κ), κ20 καὶ Β(,0)
Να βρείτε το ρυθµό μεταβολής: Ῥ.
ᾱ- τῆς απόστασης ἆ- τῶν σημείων Α΄ καὶ Β΄ως Εο

.
β., του εμβαδού Ε; του τριγώνου ΟΑΒ ὥς προς χι, 5

όταν χα].
"μ.ο Χ



Να βρείτε το ρυθµό μεταβολής της απόστασης ἆ- τῶν σημείων Α(2,1). καὶ
Βίκ, 0) ὥς προς κ, όταν κ :

Ἕνα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο έχει βάση τετράγωνο πλευράς -ᾱ--κ--! καὶ
ύψος ν--κ.., Να βρεῖτε το ρυθµό μεταβολής τοῦ όγκου. Ψ'΄ του ορθογωνίου.
παραλληλεπίπεδου ως προς κ.όταν κ]

Ἕστω ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε μήκος κ οπι, πλάτος (κ--Ζλσπα καὶ
ύψος (δ-κλαν
-ᾱ- Να αποδείξετε ότι:

.'Ο όγκος Ὑ'΄ του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου δίνεται από τον τύπο.
νο) ---κὶ εἸκὲ -Ιῦχ καὶ να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.

Ἡ. Το εμβαδόν. Ε΄ του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου δίνεται από τον τύπο
(ο ---σκὴ η 2ύχ --20: καὶ να βρεῖτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.

β., Να υπολογίσετε το ρυθµό μεταβολής ὡς προς κ του όγκου καὶ τοῦ εμβαδού,
του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, όταν κ--δσπι

Ένα σώμα αφήνεται να πέσει απὀ την κορυφή ενός κτιρῖου ύψους 45, τη
χρονική στιγμή. {Όσον .. Αν θρωρήσουμε την αντίσταση του αέρα αμελητέα,
το διάστηµα που διανύει το σώμα µετά απὀ {᾿5οο πτώσης
συνάρτηση. 5(:) --5ι᾽ πα

ται απὀ τη

--- Να υπολογίσετε το διάστηµα που θα διανύσει το σώμα σε χρόνο ἑ-2 0ο
β.. Να αποδείξετε ὅτι ὁ χρόνος που χρειάζεται το σώμα για να φτάσει στο

έδαφος, εἶναι (--ὂ νο
Ὑµ., Να υπολογίσετε:

1.’ Τον τύπο της ταχύτητας υ()΄ του σώματος κάθε χρονική στιγμή ε-
Ἡ. Την ταχύτητα του. σώματος τη χρονική στιγμή της πρόσκρουσης στο
έδαφος.



24. Δίνεται η συνάρτηση. Γ(χ)-- /εοκῖ-όκεν5 ς λεν

Αν ὁ ρυθμός μεταβολής της Εως προς κ, όταν κ-ἃΟ εἶναι 0, τότε:
-ᾱ- Να δεῖξετε ότι ΑΙ
β.. Να υπολογίσετε το ὄριο Ες

25. Δίνεται η συνάρτηση. Ε(χ) κ) Λο

26.

27.

28.

α- Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της.

Ρε Να δοῖξετε ὅτι ο ρυθμός μεταβολής της Ε, όταν κ---3 ισούται με ο

χ. Αν κω«πο-ῦ για Χέ2., νὰ υπολογίσετετο. ΠπιΝ(ο) ΘΕτα πε

Αίνεται η συνάρτηση. Γ(ν) -κ᾿ -Ίὄχεέά

-ᾱ- Να βρεῖτε την εφαπτομένη -ε- στη γραφική παράσταση της. Ε΄ που οἶναι
παράλληλη στον άξονα κ.κ

Β. Αν΄ Μίκι») σημείο της ε,. νὰ βρείτε το ρυθµό μεταβολἠς της απόστασης.
των σημείων Μ καὶ Ο(0,0) ὥςπρος κ, όταν κα

Δίνεται η συνάρτηση. Γ(χ)-- τσ" «κ-ι)"

ᾱ- Να βρείτε την εφαπτομένη -ε- στη γραφική παράσταση της συνάρτησης Ε
στο σημείο της. Α (ΓΩ)

Ρ. Αν Μία. ν)΄ σημείο της ευθείας ε, να βρείτε το ρυθµό μεταβολής της.
απόστασης ἆ τῶν σημείων Μ καὶ Ο(0,0) ὥς προς κ, όταν κ-ὸ

1Δίνεται η συνάρτηση. Ερώ-ι, κρθς,. ἕνα σημείο Μία, Π(ΚΑ καὶ τοχ
σημείο Α(4. 0).
-ᾱ-- Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της Γ καιτοτρίγωνο ΜΟΑ.
β., Να βρείτε το ρυθµό μεταβολής ως προς κ τοῦ εμβαδού. Ε΄ του τριγώνου.

ΜΟΑ, όταν κ52.



Β. Να δείξετε ὁτι Γ(χ)--

'' Δίνεται η συνάρτηση. Γ(χ)--

Δίνεται η συνάρτηση. ΓΟΟ «κό τα ο
-ᾱ- Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης Ε.
Β.. Να βρεῖτε την παράγωγο. Γκ) της συνάρτησης Γ.

Ἱ... Να υπολογίσετε το ρυῦµό μεταβολής της συνάρτησης Γ΄ως προς χ, όταν κ--2.
ὃ.. Να βροῖτε το συντιλεστή διεύθυνσης της εφαπτοµένης στη γραφική παράσταση:
ο.

πρζ(Ξ25-((-Ά :-, Να βρεῖτετο. Ιίηι 5

ημκ
2-σωνκΑἴνεται η συνάρτηση. {(κ) ---

--- Να βρεῖτο το πεδίο ορισμού της συνάρτησης Ε-
2συνκ -]
(2--συνν)”

Ὑμ Να βρείτε το ρυθµό μοταβολής της συνάρτησης Εως προς κ, ὅταν ΧΞ5-

ὅ. Να βρείτε την εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της Γ, στο σηµοίο της
Α(θ,1(0))-

᾿κακζεβκν
Ὁ συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης στη γραφική παράσταση της Ε΄στο.
Χρ «0, εἶναι 9 καὶ ο ρυθμός μεταβολής της Εως προς κ, όταν κ] εἶναι 0,
ᾱ- Ναδεΐξετούτι α--6 καὶ β-θ-

β.. Η θέση ενός υλικού σημείου, το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη κίνηση, δίνεται
από τον τύπο κ-κ(ι)--Γ(),. όπου το 1, μετριέται σε δευτερόλεπτα καὶ το.
χ.σε µέτρα.
1. Να βρείτε την ταχύτητα του σημείου σὺ χρόνο ει
Ἰὶ, Πότε το σημείο εἶναι (στιγμιαία) ακίνητος
ἩἩ. Να βρεῖτο την επιτάχυνση του σημείου µετά απὀ 5 5ος.



2. Σε μία άδεια δεξαμενή σχήματος κύβου ακμῆς 2 πι προσθέτουμε πετρέλαιο.
Το ύψος Ἡ (σε τη) της στάθμης του πετρελαίου στη δεξαμενή, ὡς συνάρτηση,

Π
ην

α-. Ι.. Να βρεΐτε το ύψος της στάθμης του πετρελαίου σε χρόνο τπτ

του χρόνου { (σε ταῖα) εἶναι Ἡ(

Ἡι. Να βρεῖτε το ρυθµό μεταβολής του ύψους τοῦ πετρελαίου σε χρόνο
εν

β.΄Ἱ.' Να δεῖξετε ὅτι ο όγκος του πετρελαίου στη δεξαμενή μετά από χρόνο,.
Π

ι. Να βρείτε το ρυθµό μεταβολής τοῦ όγκου του πετρελαίου τη χρονική.
στημή τσ αία

Έ-ππῖῃ εἶναι ΝΟ

Ὑ.΄ Να βρείτε σε πόσο χρόνο θα γεμῖσει ἡδυξαµενή.

33, Δίνεται η συνάρτηση. ερο--:- ς{ Χ20΄ καὶ ἕνα σημείο της. ᾿Μίχ, ν) . Ἑστω.Χ
Κ.Δ. οιπροβολές τον σημείου Μ στοὺς άξονες χἂ, ΥΎ΄αντίστοιχα.
η, Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης. Ε καὶ το ορθογώνιο.

ΜΚΟ

β.΄ Να εκφράσετε ὡς συνάρτηση.-κ την περίμετρο. Π--Π(Α). του ορθογωνίου.
ΜΚΟΑ.

γε Να υπολογίσετε το ρυθµό μεταβολής της περιµέτρου του ορθογωνίου... ότι
κα.

4. Δίνεται ευθεία ειν -καδ.
--- Να βρεῖτε τα σηµεία τομής Α΄, Β. της ευθείας Ε΄ µοτοὺς άξονες χα, νΥ

αντίστοιχα καὶ νὰ σχεδιάσετε την ευθεία ε-
ΡῬ. Έστω ένα σημείο Μίχ, ν) εσωτερικό τοῦ τμήματος ΑΒ καὶ Κ.Α

προβολές τοῦ στοὺς άξονες κ, ΥΎ αντίστοιχα.

Να αποδείξετε ὅτι το εμβαδόν του ορθογωνίου ΜΚΟΛ;,. ως συνάρτῃ:
του -χ. δίνεται από τον τύπο Ε(κ)----κ᾿ εδχ καὶ να βρεῖτε το πεδ'
ορισμού της συνάρτησης Ε(χ).



Ἡ, Να βροῖτε το ρυθµό μεζαβολἠς του εμβαδού. Ρ(Ο-ως προς κ, όταν
καἔ.

Ἡ. Να βρείτε το σηµείο Μ΄ για το οποίο ο ρυθµός μεταβολής του Ε(Χ) ὡς
προς κ εἶναι 3.

Δίνεται η συνάρτηση. Γ(χ κ’ ε9,, ἑνα σηµείοτης Μίχ.ν) µε κε(0,3)
καὶ Κ., Λ. οἱ προβολές του σημείου Μ. στοὺς άξονες κα, ΥΎ΄ αντίστοιχα.

-ᾱ- Να σχοδιάσετε τη γραφική παράσταση της Ε-καιτο ορθογώνιοΜΚΟΛ.
β., Να εκφράσετε ως συνάρτηση τοῦ κ την περίμετρο Π. καὶ το εμβαδόν Ε

του ορθογωνίου ΜΚΟΛ..
Ἱ. Να υπολογίσετε τον ρυθμό μεταβολής ὡς προς. κ. του εμβαδού του ορθογώ-

νίου, όταν ο ρυθµός μεταβολἠς της περιμέτρου του ορθογωνίου εἶναι --6,

' Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σωστό (5) ἡ Λάθος (ΔΑ).
-ᾱ- Ἡ παράγωγος της Γ στο κ, εκφράζει το ρυθμό μεταβολἠς του. υπ Γ(α)

ὥς προς κ, όταν χ-

β.. Ἡ ταχύτητα ενός κινητού που κινείται ευθύγραμμα καὶ η θέση του στον άξο-
να κίνησής του εκφράζεται απὀ τη συνάρτηση -κ--Γ(),, τη χρονική στιγμή
ο '.

γ. Ὁ συντολεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της
Γ΄ στο σηµείο (χ,. ἕ(ν,)). εἶναι ο ρυθµός μεταβολἠς της. Γ(χ), ὥς προς χ.
ὅταν κ



ΙΑΓΩΝ

ΘΕΜΑ Α

ΑΙ. Ἕστω η συνάρτηση. Ε(κ)--Ε(Χ)εβ(α).. Αν οἳ συναρτήσεις Ε, -ᾱ- εἶναι παραγώ-
γίσιµες, να αποδείξετε ότι Εἴχ)--Ε() εαν)

ΑΣ. Πότε µια συνάρτηση. Ε΄ λέμε ότι εἶναι παραγωγίσιµη στο χι τοῦ πεδίου ορισμού
της καὶ τι ονομάζεται παράγωγος της Ε στο κοὶ

ΑΔ. Να συμπληρῶσετο τα δεύτερα μέλη τῶν ισοτήτων, ὥστε αυτός να εκφράζουν
τοὺς κανόνες παραγώγισης.

ε(ν)

β. (οβΟ-

-"(ΓιρΟ)).

6..(ΓρΟ-μ(Ο)] --.

Δά. Να χαρακτηρίσοτο τις παρακάτω προτάσεις µε Σωστό (5) ἡ Λάθος (Δ).
«- Αν η συνάρτηση. -Ε- εἶναι παραγωγίσιµη στο΄ χι, τότο ο συντελεστής

διεύθυνσης της εφαπτομένης της καμπύλης της Ε΄ στο σημοῖο. (χρ, Οι)
είναι ο αριθµός; Γ(ν).

β. Ισχύει. (συνχ)΄-ηµκ.

γς Ισχύει (οκ

ὅ. Γιακάθε κ»0 ισχύει (χ)

5. Αν η τοτμημένη ενός κινητού που κινείται ευθύγραμμα εἶναι κ(). τη χρονική.
στιγμή ε, τότε η ταχύτητά του εἶναι υἵ) --κΏὉ



η συνάρτηση Γ(χ)-κ᾿

βρείτε την παράγωγο. Γκ) της συνάρτησης Γ..

βρείτε το ρυθμό μεταβολής της Ε-ωςπρος κ, όταν χα!
βρείτε τὸ συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτοµένης στη γραφική παράσταση.

της Γσιο 2.
Ε-.“Να βροίτοτο. Πτι

1 -ρ
"Να δείξοτε ότι Ρω- Ξτν

᾿. Να βρείτε τα σηµεία της γραφικής παράστασης της Γ,, στα οποία οἳ εφαπτομένος.
εἶναι παράλληλες στον άξονα χ΄χ.
Να βρείτε την εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της Γ στο χ,Ξ0

Δ

5η συνάρτηση. Ε(Ο) κ΄ ταχ” εβχ

Αν η εφαπτομένη ε στη γραφική παράσταση της Γ στο χι 0, εἶναι παράλ-
Ἄηλη στην ευθεία µε εξίσωση γπΌκ-εΙ καὶ ο ρυθµός μεταβολής της Ε΄µηδε-
νίζεται στο 1, ναβρείτετα α΄ καὶ β..

α--6 καὶ β-θ, τότε

Να βροίτο τα σηµεία της γραφικής παράστασης της Γ,, στα οποία οι εφαπτοµένες.
σχηματίζουν µε τον άξονα κ᾿χ γωνία ω- 0".

Αν η συνάρτηση θέσης ενός σώματος ποὺ κινείται ευθύγραμμα (πάνω στον
ἄξονα κ΄κ) εἶναι. κ(ε)--Ε({), να βρείτε:
1. πότε το σώμα εἶναι ακίνητο
Η. την οπιτάχυνσή τοῦ μετά από 3 εοο


