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Abstract: The aim of this article is to define the concept of the model for the subject of 

Mathematics and its importance in the teaching and learning process. First of all, reference is 

made to the mathematical representational models used to teach fractions (area models, set 

models, length or number line models). Then, special reference is made to the representational 

model of fraction tiles, also called fraction strips, through specific teaching examples. The 

examples are given highlight the added value of fraction tiles to the understanding of basic and 

complex mathematical concepts for fractions. 

Keywords: mathematical models, area models, set models, length or number line models, 

fraction strips or fraction tiles 

Περίληψη: Σκοπός του παρόντος άρθρου είναι να οριοθετήσει την έννοια του μοντέλου για το 

γνωστικό αντικείμενο των Μαθηματικών, καθώς και να αναδείξει τη σημασία του στη 

διδακτική και μαθησιακή διαδικασία. Αρχικά, παρουσιάζονται τα μαθηματικά μοντέλα 

αναπαράστασης που χρησιμοποιούνται για τη διδασκαλία των κλασματικών αριθμών (μοντέλα 

εμβαδού ή περιοχής, μοντέλα συνόλων, μοντέλα μήκους ή μέτρησης). Στη συνέχεια γίνεται 

ιδιαίτερη αναφορά στο αναπαραστατικό μοντέλο των λωρίδων/ράβδων κλασμάτων (fraction 

strips or fraction tiles) και παρατίθενται συγκεκριμένα διδακτικά παραδείγματα για την 

αξιοποίησή του. Μέσω αυτών των παραδειγμάτων τονίζεται η προστιθέμενη αξία που 

προσφέρει η εφαρμογή του μοντέλου των ράβδων κλασμάτων στην κατανόηση βασικών και 

σύνθετων μαθηματικών εννοιών στο πλαίσιο της διδασκαλίας των κλασμάτων. 
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Λέξεις κλειδιά: μαθηματικά μοντέλα, μοντέλα εμβαδού ή περιοχής, μοντέλα συνόλων, 

μοντέλα μήκους ή μέτρησης, λωρίδες/ράβδοι κλασμάτων 

1. Εισαγωγή 

Τα τελευταία χρόνια έχει ευρέως αναγνωριστεί από τις σύγχρονες θεωρήσεις στο πεδίο της 

διδακτικής των Μαθηματικών ότι ένα σύγχρονο Πρόγραμμα Σπουδών για τα Μαθηματικά 

οφείλει να μη λειτουργεί περιοριστικά, δίνοντας έμφαση μόνο στην απλή γνώση και την 

εφαρμογή εννοιών και διαδικασιών. Αντίθετα, κεντρική θέση στη διάρθρωσή του θα πρέπει να 

κατέχει η προσφορά ευκαιριών στους/στις μαθητές/τριες, ώστε να επιλύουν με 

αποτελεσματικότητα προβλήματα μέσα στα Μαθηματικά και μέσω των Μαθηματικών 

(Τζεκάκη, 2010).  

Αν τα παραπάνω μεταφραστούν με όρους καθημερινής διδακτικής πρακτικής, η διδασκαλία 

των Μαθηματικών δεν είναι απλώς ένα ζήτημα μεταφοράς πληροφοριών ούτε συνιστά 

παθητική απορρόφηση πληροφοριών από την/τον εκπαιδευτικό ή το σχολικό εγχειρίδιο. Ο/Η 

μαθητής/τρια είναι ο/η πρωταγωνιστής/στρια της μαθησιακής διαδικασίας και είναι αυτός/ή 

που «παράγει» και δεν «καταναλώνει» γνώση.  

Παράλληλα, η οργάνωση της διδασκαλίας των Μαθηματικών είναι ωφέλιμο να εμπλουτίζεται 

με στοχευμένες δραστηριότητες, καθώς και προβληματικές καταστάσεις που θα λειτουργούν 

ως μέσο για την ανακάλυψη και οικοδόμηση της μαθηματικής γνώσης από τον/τη μαθητή/τρια 

(Κλιάπης & Κασσώτη, 2005).  

2. Αναπαραστατικά μοντέλα στη διδασκαλία των κλασμάτων 

Το κλάσμα είναι μια από τις θεμελιώδεις μαθηματικές έννοιες που περιλαμβάνουν τα σύγχρονα 

Προγράμματα Σπουδών. Έρευνες έχουν αναδείξει το γεγονός ότι οι εκπαιδευτικοί παρότι 

διαθέτουν επαρκή διδακτικό χρόνο για τη διδασκαλία της συγκεκριμένης έννοιας, οι 

μαθητές/τριες δυσκολεύονται να την κατανοήσουν (Charalambous & Pitta-Pantazi, 2005· 

Doğan & Işık -Tertemiz, 2019· Doğan & Işık -Tertemiz, 2018).  

Ένας σημαντικός παράγοντας που διαδραματίζει καθοριστικό ρόλο στη διδασκαλία των 

μαθηματικών εννοιών και συμβάλλει στην επίτευξη των διδακτικών στόχων των νέων 

Προγραμμάτων Σπουδών είναι, μεταξύ άλλων, η αξιοποίηση των αναπαραστατικών μοντέλων. 

Σύμφωνα με την υπάρχουσα βιβλιογραφία, τα αναπαραστατικά μοντέλα βοηθούν τους/τις 

μαθητές/τριες να οικοδομήσουν και να κατανοήσουν ευκολότερα σύνθετες μαθηματικές 

έννοιες (Cramer, Post & Del Mas, 2002· Lemonidis & Iliadou, 2016· Nishida, 2008). 

Ειδικότερα, η κατανόηση των κλασματικών αριθμών από τους/τις μαθητές/τριες είναι εφικτό 

να επιτευχθεί μέσω της μάθησης με συνεχείς και διακριτές αναπαραστάσεις για τη 

μοντελοποίηση κλασμάτων (Behr, Wachsmuth, & Post, 1988· Martin, Svihla, & Smith, 2012· 

Soni & Okamoto, 2020). Μάλιστα, οι μαθητές/τριες  είναι καλό να εκτίθενται σε πολλαπλά 
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μοντέλα και να αναπτύσσουν αντιλήψεις που τους/τις επιτρέπουν να μεταβαίνουν μεταξύ 

διαφορετικών μορφών αναπαραστάσεων που αφορούν κλάσματα (Behr, et al., 1988· Lesh, 

Post, & Behr, 1987· Tsai & Li, 2017· Zhang, Clements, & Ellerton, 2015). Προς επίρρωση των 

ανωτέρω, η Lamon (2001) σημειώνει ότι η αδυναμία μοντελοποίησης ή αναπαράστασης των 

κλασμάτων μπορεί να αποτελεί ένδειξη έλλειψης εννοιολογικής κατανόησης.  

H περιδιάβαση στη σύγχρονη βιβλιογραφία αναδεικνύει τρεις κατηγορίες αναπαραστατικών 

μοντέλων (Εικόνα 1) για τη διδασκαλία των κλασμάτων: μοντέλα εμβαδού ή περιοχής, μοντέλα 

συνόλων και μοντέλα μήκους ή μέτρησης (Petit, Laird, & Marsden, 2010· Van de Walle, Karp, 

& Bay-Williams, 2013).  

 

Εικόνα 1. Τρία διαφορετικά αναπαραστατικά μοντέλα για το κλάσμα ½ 

Δυστυχώς, τα σχολικά εγχειρίδια τείνουν να  χρησιμοποιούν μόνο μοντέλα εμβαδού ή περιοχής 

(Hodges, Cady, & Collins, 2008). Αυτό σημαίνει ότι οι μαθητές συχνά δεν έχουν τη δυνατότητα 

να διερευνήσουν τα κλάσματα με τη χρήση διαφορετικών αναπαραστατικών μοντέλων (Clarke, 

Clarke, & Roche, 2011). 

2.1. Μοντέλα εμβαδού ή περιοχής 

Αναφορικά με τα μοντέλα εμβαδού ή αλλιώς περιοχής χρησιμοποιούνται κατά βάση για τη 

μέτρηση και σύγκριση εμβαδών (Σταματόπουλος, 2011). Πρόκειται για μια επιφάνεια ή 

περιοχή που υποδιαιρείται σε μικρότερα μέρη και κάθε μέρος μπορεί να συγκριθεί με το όλο 

(Van de Walle, 2005). Το κλάσμα δείχνει την επιφάνεια που καλύπτουν τα μέρη σε σχέση με 

το όλο της επιφάνειας. Η Εικόνα 2 παρουσιάζει μια ποικιλία μοντέλων αυτής της κατηγορίας. 
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Κυκλικοί δίσκοι ή κυκλικοί τομείς 

(κομμάτια κυκλικής «πίτας»)  

 

Ορθογώνιες περιοχές   

 

Τετράδες σε έναν γεωμετρικό 

πίνακα                                 

 

Σχέδια σε χαρτί με τετραγωνάκια ή 

χαρτί με κουκκίδες  

 

Σχήματα διαφορετικού μεγέθους            

(pattern blocks) 

 

Διπλωμένο χαρτί 

Εικόνα 2. Μοντέλα Εμβαδού (Van de Walle, 2007) 

Από τα παραπάνω μοντέλα εμβαδού αυτό που χρησιμοποιείται περισσότερο στα σχολικά 

εγχειρίδια είναι οι κυκλικοί δίσκοι-τομείς και οι ορθογώνιες περιοχές, καθώς εστιάζουν στην 

έννοια του κλάσματος ως μέρος-όλο (Cramer, Wyberg, & Leavitt, 2008). 

2.2. Μοντέλα συνόλων 

Σύμφωνα με τον Van de Walle (2005), το όλο στα μοντέλα συνόλων νοείται ως σύνολο 

αντικειμένων, ενώ τα υποσύνολά του συνιστούν τα κλασματικά μέρη (π.χ. τα δύο χελιδόνια 

είναι τα 2/3 ενός συνόλου τριών χελιδονιών). Το σύνολο τρία στο συγκεκριμένο παράδειγμα 

αντιπροσωπεύει το όλο ή την ακέραιη μονάδα (Εικόνα 3).  

 

 

Εικόνα 3. Μοντέλο συνόλου 

Επομένως, σε αυτήν την κατηγορία, όπως βλέπουμε στην Εικόνα 4, μπορούν να 

περιλαμβάνονται σύνολα διαφόρων υλικών ή εικονικών αναπαραστάσεων (π.χ. σύνολα από 

μολύβια, από βιβλία, από τετράγωνα χαρτιά, από δίχρωμα πούλια κ.ά.) 
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Εικόνα 4. Σύνολα από έγχρωμα τετράγωνα χαρτιά ή από δίχρωμα πούλια (Σταματόπουλος, 2011) 

Επειδή η χρήση αυτών των μοντέλων περιλαμβάνει τη δυνατότητα να σκέφτεται κανείς πάνω 

σε ένα κλασματικό μέρος ενός συνόλου διαφόρων αντικειμένων, οι μαθητές/τριες, ειδικότερα 

των μικρότερων τάξεων, δυσκολεύονται στην κατανόησή τους (Petit et. al., 2010· Van de 

Walle, 2007). Παρ’ όλα αυτά, τα μοντέλα συνόλων συμβάλλουν στη συγκρότηση σημαντικών 

συνδέσεων με πολλές καθημερινές εφαρμογές των κλασμάτων. 

2.3. Μοντέλα μήκους ή μέτρησης 

Τα μοντέλα μήκους ή μέτρησης μοιάζουν αρκετά με τα μοντέλα εμβαδού. Η διαφορά τους 

έγκειται στο γεγονός ότι συγκρίνονται μήκη αντί για εμβαδά (Σταματόπουλος, 2011· Van de 

Walle, 2005). Στα συγκεκριμένα μοντέλα συγκαταλέγονται τα ευθύγραμμα τμήματα, οι 

λωρίδες/ράβδοι κλασμάτων (fraction strips or fraction tiles), οι ράβδοι (rods) του Cuisenaire, 

η αριθμογραμμή και οι διπλωμένες λωρίδες χαρτιού (Εικόνα 5). 

 

 

Αριθμογραμμή 

 

 

Ευθύγραμμο τμήμα 

 

 

Λωρίδες/ράβδοι κλασμάτων ή ράβδοι του Cuisenaire 

 

 

 

Διπλωμένες λωρίδες χαρτιού 

Εικόνα 5. Μοντέλα μήκους ή μέτρησης για κλάσματα (Σταματόπουλος, 2011· Van de Walle, 2007) 

Παρατηρώντας την αριθμογραμμή στην Εικόνα 5 είναι εμφανές ότι το όλο είναι η μονάδα του 

μήκους, τα ίσα μέρη ορίζονται από ίσες αποστάσεις και το κλάσμα δείχνει τη θέση ενός 

σημείου. Σύμφωνα με την Κολέζα (2000), εναλλακτικός τρόπος αναπαράστασης της 

αριθμογραμμής είναι το κουτί των κλασμάτων (Εικόνα 6). 
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Εικόνα 6. Το κουτί των κλασμάτων (Κολέζα, 2000) 

Τα μοντέλα μήκους είναι πολύ σημαντικά για την ανάπτυξη της κατανόησης των κλασμάτων 

από τους/τις μαθητές/τριες. Πρόσφατες ανασκοπήσεις ερευνών για τα κλάσματα αναφέρουν 

ότι η αριθμογραμμή βοηθά στην κατανόηση ενός κλάσματος ως αριθμό (Petit et al., 2010· 

Siegler et al., 2010). Στην ίδια κατεύθυνση, ο Siegler et al. (2010) παροτρύνει τους/τις 

εκπαιδευτικούς να χρησιμοποιούν τις αριθμογραμμές ως εργαλείο αναπαράστασης των 

κλασμάτων από τις πρώτες τάξεις του δημοτικού. 

3. Η περίπτωση με τις λωρίδες/ράβδους κλασμάτων (fraction tiles or fraction 

strips) 

Οι λωρίδες ή ράβδοι κλασμάτων, όπως προαναφέρθηκε, ανήκουν στην κατηγορία των 

αναπαραστατικών μοντέλων μήκους ή μέτρησης για τη διδασκαλία των κλασματικών εννοιών.  

Πρόκειται για μια εκδοχή των ράβδων του Cuisenaire τις οποίες μπορεί κάποιος να μιμηθεί 

χρησιμοποιώντας λωρίδες διαφόρων χρωμάτων (Σταματόπουλος, 2011). Κάθε λωρίδα έχει 

διαφορετικό χρώμα, ενώ είναι χωρισμένη σε διαφορετικό αριθμό ίσων μερών, συνήθως μέχρι 

τα 12 μέρη. Μόνο η πρώτη λωρίδα που αναπαριστά την ακέραιη μονάδα είναι ενιαία (Εικόνα 

7).  
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Εικόνα 7. Λωρίδες κλασμάτων (πηγή: Βιβλίο του Μαθητή των Μαθηματικών της Ε΄ τάξης) 

Το συγκεκριμένο μοντέλο αναπαράστασης συμβάλλει σημαντικά στη διδασκαλία πολύπλοκων 

εννοιών των κλασμάτων (π.χ. ισοδυναμία κλασμάτων, πράξεις κλασματικών αριθμών κ.ά.). 

Ταυτόχρονα, όμως, δίνει τη δυνατότητα στους/στις μαθητές/τριες να σχεδιάσουν αντίστοιχες 

λωρίδες σε ένα απλό χαρτί ή χαρτόνι και να εργαστούν είτε ατομικά είτε ομαδικά. Υποδείγματα 

για τον σχεδιασμό τους υπάρχουν στο παράρτημα του βιβλίου του μαθητή των Μαθηματικών 

της Ε΄ τάξης. 

4. Διδακτικά παραδείγματα με λωρίδες/ράβδους κλασμάτων 

Στο μέρος αυτό θα αναπτυχτούν τέσσερα διδακτικά παραδείγματα που βασίζονται στη χρήση 

του αναπαραστατικού μοντέλου των ράβδων κλασμάτων προκειμένου να κατανοηθούν 

βασικές έννοιες των κλασματικών αριθμών, όπως η μετατροπή καταχρηστικού κλάσματος σε 

μεικτό αριθμό και το αντίστροφο, η ισοδυναμία κλασμάτων και η πρόσθεση ετερώνυμων 

κλασμάτων.  

4.1. Από το καταχρηστικό κλάσμα στον μεικτό αριθμό 

Οι μαθητές/τριες καλούνται να αναπαραστήσουν το καταχρηστικό κλάσμα 7/5 με τις 

ράβδους/λωρίδες κλασμάτων και στη συνέχεια να περιγράψουν τη διαδικασία μετατροπής του 

σε μεικτό αριθμό με τη βοήθειά τους. Στο τέλος καταγράφουν την τελική τους απάντηση με 

αριθμητικά σύμβολα (Εικόνα 8). 
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Εικόνα 8. Μετατροπή καταχρηστικού κλάσματος σε μεικτό αριθμό 

Σημαντικό ρόλο στην όλη διαδικασία διαδραματίζουν τα υποβοηθητικά ερωτήματα που θέτει 

ο/η εκπαιδευτικός με στόχο να ενεργοποιήσει τις πρότερες γνώσεις των μαθητών/τριών: 

• «Σε πόσες κλασματικές μονάδες αναλύεται ο κλασματικός αριθμός 
7

5
 ; » 

• «Πόσες από τις κλασματικές μονάδες που αναλύσατε παραπάνω είναι ισοδύναμες με μία 

ακέραιη μονάδα;» 

• «Πόσες κλασματικές μονάδες περισσεύουν;» 

4.2. Από τον μεικτό αριθμό στο καταχρηστικό κλάσμα 

Οι μαθητές/τριες καλούνται να αναπαραστήσουν τον μεικτό αριθμό με τις ράβδους/λωρίδες 

κλασμάτων και στη συνέχεια να τον αναλύσουν σε κλασματικές μονάδες με τη βοήθειά τους. 

Στο τέλος καταγράφουν την τελική τους απάντηση με αριθμητικά σύμβολα (Εικόνα 9). 
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Εικόνα 9. Μετατροπή  μεικτού αριθμού σε καταχρηστικό κλάσμα 

Τα υποβοηθητικά ερωτήματα που θέτει ο/η εκπαιδευτικός κατά σειρά είναι τα εξής: 

• «Ποιο είναι το ακέραιο μέρος και ποιο το κλασματικό μέρος του μεικτού αριθμού 1
1

2
 ; » 

• «Σε πόσες κλασματικές μονάδες με παρονομαστή το 2 μπορούμε να αναλύσουμε την 

ακέραιη μονάδα;» 

• «Πόσες κλασματικές μονάδες με παρονομαστή το 2 έχουμε συνολικά;» 

4.3. Ισοδύναμα κλάσματα 

Οι μαθητές/τριες, παρατηρώντας την Εικόνα 10 με τις λωρίδες/ράβδους κλασμάτων, θα 

προβληματιστούν σχετικά με τη διαδικασία δημιουργίας ισοδυνάμων κλασμάτων και θα 

ανακαλύψουν έναν από τους αλγόριθμους της δημιουργίας τους. 
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Εικόνα 10. 

4.4. Πρόσθεση ετερώνυμων κλασμάτων 

Οι μαθητές/τριες, ανακαλύπτουν τον αλγόριθμο πρόσθεσης ετερώνυμων κλασμάτων με τη 

βοήθεια των λωρίδων/ράβδων κλασμάτων (Εικόνα 11).  

 

Εικόνα 11. Πρόσθεση ετερώνυμων κλσμάτων 
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5. Συζήτηση - Προτάσεις 

Οι εκπαιδευτικοί οφείλουν να αντιληφθούν τη σημασία και την αξία της ενσωμάτωσης  

ποικίλων αναπαραστατικών μοντέλων στη διδασκαλία σύνθετων μαθηματικών εννοιών όπως 

τα κλάσματα. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα, η σκέψη των παιδιών να οδηγείται από το  

συγκεκριμένο στο αφηρημένο (Cuoco & Curcio, 2001). 

Μεταξύ άλλων, η χρήση αναπαραστατικών μοντέλων βοηθά τους/τις μαθητές/τριες να 

κατανοήσουν τις μαθηματικές έννοιες και σχέσεις, να εκφράσουν τη σκέψη τους, να 

διατυπώσουν επιχειρήματα και να ερμηνεύσουν πραγματικές καταστάσεις. Προς επίρρωση 

των ανωτέρω, ο Van de Walle (2005) τονίζει ότι αυτά τα μοντέλα μπορούν να λειτουργήσουν 

ως παιχνίδια δοκιμής και ομιλίας.  

Ωστόσο, αυτό που πρέπει να αποφευχθεί είναι η λανθασμένη χρήση αυτών των μοντέλων, 

καθώς η απλή παρουσίασή τους από τον/την εκπαιδευτικό, χωρίς την ενεργό συμμετοχή των 

μαθητών/τριών, δε διασφαλίζει την οικοδόμηση της γνώσης. Τέλος, προτείνεται οι 

μαθητές/τριες να εισαχθούν σταδιακά από το ένα μοντέλο αναπαράστασης στο άλλο, ώστε 

μετά από καιρό να έχουν κατανοήσει τη χρησιμότητα του καθενός και να είναι σε θέση να 

επιλέγουν το καταλληλότερο, ανάλογα με την προβληματική κατάσταση που τίθεται κάθε 

φορά (Zhang et al., 2015). 
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