
ΘΕΩΡΙΑ 1 
Πλανητική Φσσική 

Σν πξόβιεκα απηό ζρεηίδεηαη κε ην εζσηεξηθό ησλ πιαλεηώλ θαη απνηειείηαη από δύν 
αλεμάξηεηα κέξε. Οη επηδξάζεηο ηεο θακππιόηεηαο ηεο επηθάλεηαο ησλ πιαλεηώλ 
ζεσξνύληαη ακειεηέεο. Μπνξείηε λα ρξεζηκνπνηήζεηε ηελ αθόινπζε ζρέζε: 

(1 + x)ε ≈ 1 + εx, όηαλ |x| << 1  
 
Μέρος Α. Μεσοωκεάνια ράτη (Ωκεάνια Κορσυογραμμή)  
Θεσξήζηε έλα κεγάιν δνρείν κε λεξό ην νπνίν βξίζθεηαη κέζα ζε νκνγελέο πεδίν 
βαξύηεηαο όπνπ ε επηηάρπλζε ηεο βαξύηεηαο είλαη g. Γύν πιάθεο ζρήκαηνο νξζνγσλίνπ 
παξαιιεινγξάκκνπ, παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο, ηνπνζεηνύληαη θαηαθόξπθα θαηά ηξόπν 
πνπ λα κελ είλαη δπλαηό λα κεηαθηλεζνύλ κέζα ζην δνρείν θαη έηζη ώζηε ηα θαηαθόξπθα 
άθξα ηνπο λα εθάπηνληαη ρσξίο θελό κε ηα θαηαθόξπθα ηνηρώκαηα ηνπ δνρείνπ. Μήθνο h 
θάζε κίαο πιάθαο είλαη βπζηζκέλν ζην λεξό (Δηθ. 1). Σν πιάηνο ησλ πιαθώλ θαηά κήθνο 
ηνπ άμνλα y όπσο απηόο ζεκεηώλεηαη ζην ζρήκα νξίδνπλ ην επίπεδν w. Θεσξήζηε όηη 
θαλέλα πγξό δελ κπνξεί λα εηζέιζεη ή λα εμέιζεη ζην ρώξν αλάκεζα ζηηο πιάθεο από ηα 
ηνηρώκαηα ηνπ δνρείνπ. Η ππθλόηεηα ηνπ λεξνύ είλαη ξ0. 

 
Δηθ. 1 Παξάιιειεο πιάθεο βπζηζκέλεο ζε λεξό 

Λάδη ππθλόηεηαο ξoil=ξ1 (ξ1 < ξ0) ρύλεηαη ζην ρώξν κεηαμύ ησλ πιαθώλ κέρξη ην 
ρακειόηεξν επίπεδν ιαδηνύ λα θηάζεη ζηα θάησ άθξα ησλ πιαθώλ. Να ζεσξήζεηε όηη 
ηόζν ηα ηνηρώκαηα ησλ δύν πιαθώλ όζν θαη νη άθξεο ησλ ηνηρσκάησλ ηνπ δνρείνπ 
εθηείλνληαη ζε αξθεηό ύςνο ώζηε λα κελ ππάξρεη πεξίπησζε λα ππεξρεηιίζεη ην ιάδη. Να 
αγλνήζεηε ηα θαηλόκελα πνπ νθείινληαη ζηελ επηθαλεηαθή ηάζε ή ζηελ αλάκημε ησλ 
πγξώλ ζην όξην ηεο δηαρσξηζηηθήο ηνπο επηθάλεηαο. 
A1. Να ππνινγίζεηε ηελ νξηδόληηα ζπληζηώζα Fx ηεο ζπληζηακέλεο δύλακεο πνπ αζθείηαη 
ζηελ δεμηά πιάθα (κέηξν θαη θαηεύζπλζε). 
 
΢ηελ Δηθ. 2 θαίλεηαη ε δηαηνκή κηαο κεζνσθεάληαο ξάρεο. ΢ηε κεζνσθεάληα ξάρε 
δηαθξίλνληαη ηα αθόινπζα ζηξώκαηα: (η) καλδύαο, (ηη) θινηόο θαη (ηηη) λεξό ηνπ σθεαλνύ. Ο 
καλδύαο απνηειείηαη από πεηξώκαηα πνπ ππνζέηνπκε όηη κπνξνύλ λα ξένπλ ζε 
γεσινγηθέο ρξνληθέο θιίκαθεο θαη επνκέλσο, ζε απηό ην πξόβιεκα ζα αληηκεησπίδεηαη σο 
πγξό. Σν πάρνο ηνπ θινηνύ είλαη πνιύ κηθξόηεξν από ηε ραξαθηεξηζηηθή θιίκαθα κήθνπο 
ηεο x – δηεύζπλζεο, σο εθ ηνύηνπ, ν θινηόο ζπκπεξηθέξεηαη σο πιάθα πνπ κπνξεί λα 
θάκπηεηαη ειεύζεξα. Με κεγάιε αθξίβεηα, κηα ηέηνηα ξάρε κπνξεί λα κνληεινπνηεζεί σο 
έλα δηζδηάζηαην ζύζηεκα, ην νπνίν είλαη θάζεην ζην επίπεδν ηεο Δηθ. 2 θαη θαηά κήθνο ηνπ 
άμνλα y δελ κεηαβάιιεηαη θάπνηα από ηηο κεηαβιεηέο. Να ππνζέζεηε αθόκα όηη ην κήθνο 
ηεο θνξπθνγξακκήο L θαηά κήθνο ηνπ άμνλα y είλαη πνιύ κεγαιύηεξν από νπνηνδήπνηε 
άιιν κήθνο εκθαλίδεηαη ζην πξόβιεκα απηό. 
Να ζεσξήζεηε όηη ζηελ θνξπθή (θέληξν ηεο ξάρεο) ην πάρνο ηνπ θινηνύ είλαη κεδέλ. Όζν 
ε απόζηαζε x δεμηά θαη αξηζηεξά από ην κέζν ηεο ξάρεο απμάλεηαη ηόζν ην πάρνο ηνπ 
θινηνύ απμάλεηαη θαη ηείλεη πξνο ηελ ζηαζεξή ηηκή D όηαλ ε απόζηαζε από ην κέζν ηείλεη 

ζην άπεηξν, x → ∞. Αληίζηνηρα, όζν ε απόζηαζε x δεμηά θαη αξηζηεξά από ην κέζν ηεο 
ξάρεο απμάλεηαη ηόζν ην βάζνο ηνπ λεξνύ ηνπ σθεαλνύ εθηείλεηαη θαηά ύςνο h θάησ από 



ηελ θνξπθή ηεο ξάρεο Ο, ηελ νπνία λα ζεσξήζεηε σο ηελ αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο 
ζπληεηαγκέλσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζεηε. Να ζεσξήζεηε όηη νη ηηκέο ηεο ππθλόηεηαο ηνπ 
λεξνύ ξ0, ηεο ζεξκνθξαζίαο ηνπ λεξνύ Σ0, ηεο ππθλόηεηαο ηνπ καλδύα ξ1 θαζώο θαη ηεο 
ζεξκνθξαζίαο ηνπ καλδύα Σ1 είλαη όιεο ζηαζεξέο ζηνλ ρώξν θαη ζηνλ ρξόλν. Η 
ζεξκνθξαζία ηνπ θινηνύ T είλαη αλεμάξηεηε από ην ρξόλν αιιά εμαξηάηαη από ηε ζέζε. 
Δίλαη γλσζηό, κε κεγάιε αθξίβεηα, όηη ην πιηθό ηνπ θινηνύ δηαζηέιιεηαη γξακκηθά αλάινγα 
κε ηε ζεξκνθξαζία T. Με δεδνκέλν όηη ηόζν ε ζεξκνθξαζία ηνπ λεξνύ όζν θαη ηνπ καλδύα 
είλαη ζηαζεξέο, είλαη θαιύηεξα λα ρξεζηκνπνηήζεηε κηα ηξνπνπνηεκέλε εθδνρή ηνπ 
ζπληειεζηή ζεξκηθήο δηαζηνιήο κε βάζε ηελ αιιαγή θιίκαθαο. Έηζη γηα θάζε δηάζηαζε ζα 

ηζρύεη, ℓ(T) = ℓ1 [1 − kℓ 
T1−T

T1−T0
], όπνπ ℓ είλαη ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ηνπ πιηθνύ ηνπ θινηνύ ζε 

ζεξκνθξαζία T, ℓ1 ην αληίζηνηρν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ηνπ θινηνύ ζε ζεξκνθξαζία T1 θαη kℓ 
είλαη ν ζπληειεζηήο ζεξκηθήο δηαζηνιήο κε βάζε ηελ αιιαγή θιίκαθαο, ηνλ νπνίν λα 
ζεσξήζεηε ζηαζεξό. 

 
Δηθ. 2 Μεζνσθεάληα Ράρε 

A2. Τπνζέηνληαο όηη ν θινηόο είλαη ηζόηξνπνο, λα βξείηε ηελ εμάξηεζε ηεο ππθλόηεηαο ξ 
από ηελ ζεξκνθξαζία T. Να ζεσξήζεηε όηη |kℓ| <<1 θαη λα γξάςεηε ηελ απάληεζή ζαο ζε 
πξνζεγγηζηηθή κνξθή 

ξ(Σ) ≈ ξ1 [1 + k 
T1−T

T1−T0
 ]   

όπνπ νη όξνη δεύηεξεο ηάμεο kℓ
2 θαζώο θαη αλώηεξεο αγλννύληαη. ΢ηε ζπλέρεηα 

πξνζδηνξίζηε ηελ ηηκή ηεο ζηαζεξάο k.  
 
Δίλαη γλσζηό όηη k > 0. Δπίζεο, λα ζεσξήζεηε ζηαζεξή ηελ ηηκή ηνπ ζπληειεζηή ζεξκηθήο 
αγσγηκόηεηαο θ ηνπ θινηνύ. Καηά ζπλέπεηα, πνιύ καθξηά από ηνλ άμνλα ηεο 
θνξπθνγξακκήο ε ζεξκνθξαζία ηνπ θινηνύ εμαξηάηαη γξακκηθά από ην βάζνο. 
A3. Να ζεσξήζεηε όηη ν καλδύαο όπσο θαη ην λεξό ζπκπεξηθέξνληαη σο αζπκπίεζηα πγξά 
ζε πδξνζηαηηθή ηζνξξνπία θαη λα ππνινγίζεηε ηελ ζηαζεξή ηηκή D ζηελ νπνία ηείλεη ην 
πάρνο ηνπ θινηνύ θαζώο ε απόζηαζε από ην κέζν ηεο ξάρεο ηείλεη ζην άπεηξν, ζε ζρέζε 

κε ηνπο όξνπο h, ξ0, ξ1 θαη k. Να αγλνήζεηε ηελ όπνηα θίλεζε ηνπ πιηθνύ. 
 
A4. Να εθθξάζεηε ζπλαξηήζεη ησλ ξ0, ξ1, h, L, k θαη g ηελ ζπληζηακέλε νξηδόληηα δύλακε F 
ε νπνία αζθείηαη ζην δεμί κηζό ηνπ θινηνύ (x > 0). Να παξαιεθζνύλ νη όξνη αλώηεξεο 
ηάμεο γηα ηελ ζηαζεξά k (λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηε ρακειόηεξε ηάμε). 
 
Να ππνζέζεηε όηη ν θινηόο ηεο Γεο είλαη ζεξκηθά κνλσκέλνο από ηα ππόινηπα γήηλα 
ζηξώκαηα. Ωο απνηέιεζκα ηεο ζεξκηθήο αγσγήο νη ζεξκνθξαζίεο ηνπ αλώηεξνπ θαη ηνπ 
θαηώηεξνπ ζηξώκαηνο ηνπ θινηνύ ηείλνπλ λα πιεζηάζνπλ κεηαμύ ηνπο κέρξη ν θινηόο λα 
θηάζεη ζε ζεξκηθή ηζνξξνπία. Η εηδηθή ζεξκόηεηα (ζεξκνρσξεηηθόηεηα) ηνπ θινηνύ είλαη c 
θαη κπνξεί λα ζεσξεζεί ζηαζεξή. 



A5. Να ρξεζηκνπνηήζεηε δηαζηαηηθή αλάιπζε γηα λα εθηηκήζεηε ην ραξαθηεξηζηηθό ρξνληθό 
δηάζηεκα η ζην νπνίν ε δηαθνξά ζεξκνθξαζίαο αλάκεζα ζην αλώηεξν θαη ζην θαηώηεξν 
ζηξώκα ηνπ θινηνύ, καθξηά από ην κέζν ηεο ξάρεο ηείλεη λα γίλεη κεδέλ. Να ππνζέζεηε όηη 
ην ραξαθηεξηζηηθό ρξνληθό δηάζηεκα η δελ εμαξηάηαη από ηηο αξρηθέο ζεξκνθξαζίεο ηεο 
πάλσ θαη ηεο θάησ επηθάλεηαο ηνπ θινηνύ. 
 
Μέρος Β. ΢εισμικά κύματα σε ένα μέσο ποσ αποτελείται από στρώματα 
(στρωματοποιημένο)  
Να ππνζέζεηε όηη πξαγκαηνπνηείηαη κηα ζεηζκηθή δόλεζε κηθξήο δηάξθεηαο ζηελ επηθάλεηα 
θάπνηνπ πιαλήηε. Να ππνζέζεηε αθόκα όηη ηα ζεηζκηθά θύκαηα εθπέκπνληαη από κηα 
γξακκηθή πεγή πνπ βξίζθεηαη θαηά κήθνο ηεο επζείαο z = x = 0, όπνπ x είλαη ε νξηδόληηα 
ζπληεηαγκέλε θαη όπνπ z είλαη ην βάζνο θάησ από ηελ επηθάλεηα (Δηθ. 3). Αθόκα, λα 
ππνζέζεηε όηη ην κήθνο ηεο πεγήο ησλ θπκάησλ είλαη πνιύ κεγαιύηεξν από νπνηνδήπνηε 
άιιν κήθνο εκπιέθεηαη ζην εξώηεκα απηό. 
Ωο απνηέιεζκα ηεο ζεηζκηθήο δόλεζεο, εθπέκπνληαη δηακήθε θύκαηα Ρ νκνηόκνξθα πξνο 
όιεο ηηο θαηεπζύλζεηο ζην επίπεδν x – z, ηα νπνία έρνπλ ζεηηθή ζπληζηώζα θαηά κήθνο ηνπ 
άμνλα z. Γεδνκέλνπ, όηη ε ζεσξία ηεο δηάδνζεο ησλ θπκάησλ ζε έλα ζηεξεό είλαη γεληθά 
πνιύπινθε, ζε απηό ην πξόβιεκα ζα αγλνήζνπκε όια ηα άιια θύκαηα πνπ εθπέκπνληαη 
θαηά ηε ζεηζκηθή δόλεζε. Η ζηξσκάησζε ηνπ θινηνύ ηνπ πιαλήηε έρεη σο απνηέιεζκα ε 
ηαρύηεηα π ησλ δηακήθσλ θπκάησλ Ρ λα εμαξηάηαη από ην βάζνο z ζύκθσλα κε ηε ζρέζε 

π=π0(1+
z

z0
), όπνπ π0 είλαη ε ηαρύηεηα ησλ θπκάησλ ζηελ επηθάλεηα ηνπ πιαλήηε θαη z0 είλαη 

κηα γλσζηή ζεηηθή ζηαζεξά. 

 
Δηθόλα 3. Σν ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζην κέξνο Β 

B1. Να ζεσξήζεηε κηα αθηίλα ε νπνία εθπέκπεηαη από ηε ζεηζκηθή δόλεζε, ζρεκαηίδεη 

αξρηθή γσλία 0 < ζ0 < 
π

2
 κε ηνλ άμνλα z θαη δηαδίδεηαη ζην επίπεδν x – z. 

Να πξνζδηνξίζεηε ηελ νξηδόληηα ζπληεηαγκέλε x1(ζ0) ≠ 0 ζηελ νπνία ε αθηίλα κπνξεί λα 
αληρλεπζεί ζηελ επηθάλεηα ηνπ πιαλήηε. Θεσξήζηε γλσζηό όηη ε ηξνρηά ηεο αθηίλαο είλαη 
ηόμν θύθινπ. Η απάληεζή ζαο λα δνζεί ζηε κνξθή x1(ζ0) = Α cot(bζ0) όπνπ νη ζηαζεξέο Α 
θαη b πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ (cotζ=1/tnζ). 
 
Τπνζέζεηε όηη ε ελέξγεηα αλά κνλάδα κήθνπο πνπ ειεπζεξώλεηαη από ηελ πεγή ππό 
κνξθή δηακήθσλ θπκάησλ Ρ ζηνλ θινηό θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ζεηζκηθήο δόλεζεο είλαη Δ 
θαη όηη ηα θύκαηα απνξξνθώληαη πιήξσο όηαλ θηάλνπλ ζηελ επηθάλεηα ηνπ πιαλήηε από 
ην εζσηεξηθό ηνπ. 
B2. Να εμάγεηε ηε ζρέζε αλάκεζα ζηελ ελέξγεηα αλά κνλάδα εκβαδνύ πνπ απνξξνθάηαη 
από ηελ επηθάλεηα ηνπ πιαλήηε ε(x) θαη ζηελ απόζηαζε x θαηά κήθνο ηεο επηθάλεηαο. Να 
ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ε(x). 
 
΢ηε ζπλέρεηα λα ζεσξείηε όηη ηα θύκαηα αλαθιώληαη πιήξσο όηαλ θηάλνπλ ζην όξην ηεο 
επηθάλεηαο ηνπ πιαλήηε. Να θαληαζηείηε κηα ζπζθεπή θαηά κήθνο ηεο επζείαο z = x = 0 ηεο 



ίδηαο γεσκεηξηθήο κνξθήο κε ηελ πεγή ησλ θπκάησλ πνπ αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο. Η 
ζπζθεπή έρεη ηε δπλαηόηεηα λα εθπέκπεη δηακήθε θύκαηα Ρ ζε κηα ειεύζεξα επηιεγκέλε 
γσληαθή θαηαλνκή. Η ζπζθεπή ξπζκίδεηαη έηζη ώζηε λα εθπέκπεη έλα ζήκα ζε πνιύ κηθξό 
εύξνο γσληώλ εθπνκπήο. ΢πγθεθξηκέλα, ε αξρηθή γσλία αλάκεζα ζηελ επζεία δηάδνζεο 

ηνπ ζήκαηνο θαη ηελ θαηαθόξπθν εκπίπηεη ζην δηάζηεκα [ζ0 – 
1

2
δζ0, ζ0 + 

1

2
δζ0] όπνπ  

0 < ζ0 < π/2, δζ0 << 1 θαη δζ0 << ζ0. 
B3. Να ππνινγίζεηε ηε κέγηζηε απόζηαζε xmax από ηελ πεγή θαηά κήθνο ηεο επηθάλεηαο 
ηνπ πιαλήηε, ζηελ νπνία βξίζθεηαη ην πην απνκαθξπζκέλν ζεκείν ζην νπνίν δελ θηάλεη ην 
ζήκα. 
Να γξάςεηε ην απνηέιεζκα ζε ζπλάξηεζε κε ηνπο όξνπο ζ0, δζ0 θαη άιισλ ζηαζεξώλ νη 
νπνίεο δόζεθαλ πξνεγνπκέλσο. 
 
 
  



Απαντήσεις 
Μέρος Α 
Α1. Έζησ h΄ ην ύςνο ηεο ζηήιεο ιαδηνύ (βι. Δηθ. 1). Η πίεζε ζε βάζνο h θάησ από ηελ 

επηθάλεηα ηνπ λεξνύ πξέπεη λα είλαη ph = ξ0gh = ξ1gh΄, από όπνπ h΄ = 
ρ0

ρ1
h.  

 
Δηθ. 1  

Η νξηδόληηα δύλακε ζηελ δεμηά πιάθα είλαη Fx = F1 – F0, όπνπ ε δύλακε πνπ νθείιεηαη ζην 

ιάδη είλαη F1 = 
1

2
 (ξ1gh΄)h΄w θαη ε δύλακε πνπ νθείιεηαη ζην λεξό είλαη F0 = 

1

2
 (ξ0gh)hw.  

΢πλδπάδνληαο όια απηά ζηελ εμίζσζε ηεο νξηδόληηαο δύλακεο, έρνπκε  

 Fx = 
1

2
  

ρ0

ρ1
− 1  ξ0gh2w  

 
Α2. Δμεηάδνπκε κηα νξζνγώληα ζηνηρεηώδε κάδα ηνπ θινηνύ. Γεδνκέλνπ όηη ε ζρέζε  

ℓ(T) = ℓ1 [1 − kℓ 
T1−T

T1−T0
] ηζρύεη θαη γηα ηηο ηξεηο δηαζηάζεηο ηνπ ζηεξενύ, ν όγθνο V ηεο 

ζηνηρεηώδνπο κάδαο ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 

 V = V1  1 − kℓ
T1−T

T1−T0
 

3

     

όπνπ V1 είλαη ε όγθνο ζε ζεξκνθξαζία T1. Δάλ ε ζηνηρεηώδε κάδα είλαη m, ε ππθλόηεηα ζα 
είλαη  

 ξ(Σ) = 
m

V
 = 

m

V1
  1 − kℓ

T1−T

T1−T0
 

−3

 = ξ1  1 − kℓ
T1−T

T1−T0
 

−3

    

Από ην kℓ << 1, απηή κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί σο  

ξ(Σ) ≈ ξ1  1 + 3kℓ
T1−T

T1−T0
   

θαη ε ηηκή ηεο ζηαζεξάο k είλαη k=3kℓ.  
 
Α3. Γεδνκέλνπ όηη ν καλδύαο ζπκπεξηθέξεηαη ζαλ έλα ξεπζηό ζε πδξνζηαηηθή ηζνξξνπία, 
ε πίεζε p(x, z) ζην z = h + D πξέπεη λα είλαη ε ίδηα γηα όια ηα x. Ωο εθ ηνύηνπ,  

 p(0, h+D) = p(∞, h+D)  
Οκνίσο, πξέπεη λα έρνπκε  

 p(0, 0) = p(∞, 0)  
΢πλεπώο, ε κεηαβνιή ηεο πίεζεο κεηαμύ z = 0 θαη z = ∞ πξέπεη λα είλαη ε ίδηα ζηα δύν  
x = 0 θαη x = ∞. ΢ηνλ άμνλα ηεο θνξπθνγξακκήο  

 p(0, h+D) – p(0, 0) = ξ1g(h + D)  
ελώ καθξηά  

 p(∞, h+D) – p(∞, 0) = ξ0gh +  ρ Τ ∞, z  gdz
h+D

h
 

Μαθξηά από ηνλ άμνλα θνξπθνγξακκήο, νη δύν επηθάλεηεο ηνπ θινηνύ είλαη νπζηαζηηθά 
νξηδόληηεο, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη ν λόκνο ηεο αγσγήο ζεξκόηεηαο κπνξεί λα γξαθεί σο  

 
dT

dz
 = ζηαζ.   

Μεηά ηελ εθαξκνγή ησλ ζρεηηθώλ ζπλζεθώλ νξίσλ ζεξκνθξαζίαο  
dT

dz
 = 

Τ1−Τ0

D
 

από ηελ νπνία κε νινθιήξσζε παίξλνπκε  

 T(∞, z) = T0 + (T1 – T0) 
z−h

D
 



Από όιεο ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηύπν ηεο ππθλόηεηαο πνπ 
δίλεηαη ζην θείκελν ηνπ πξνβιήκαηνο, έρνπκε  

 ξ1g(h + D) = ξ0gh +  ρ1  1 + k
T1−T0−(T1−T0)

z−h

D

T1−T0
 gdz

h+D

h
 ⇒   

ξ1g(h + D) = ξ0gh + ξ1g   1 + k +
kh

D
−

k

D
z dz

h+D

h
 ⇒  

ξ1g(h + D) = ξ0gh + ξ1g(D + 
kD

2
) 

από όπνπ ιακβάλνπκε   

 D = 
2

𝑘
  1 −

ρ0

ρ1
 h  

 
A4. Η νξηδόληηα ζπληζηακέλε δύλακε ζην κηζό ηνπ θινηνύ είλαη ε δηαθνξά κεηαμύ ησλ 

δπλάκεσλ εμ αηηίαο ηεο πίεζεο πνπ αζθνύληαη ζην x = 0 θαη x = ∞:  

 F = L   p 0, z − p ∞, z  dz
h+D

0
 

Από ηελ πξνεγνύκελε εξώηεζε, ε πίεζε ζην x = 0 είλαη  
 p(0, z) = p(0, 0) +ξ1gz  

ελώ είλαη πνιύ καθξηά ζην x = ∞ είλαη 

 p(∞, z) =  

p ∞, 0 + ρ0gz                                                                       𝛾𝜄𝛼 0 ≤ z ≤ h          

p ∞, 0 + ρ0gz +  ρ1  1 + k
T1−T0− T1−T0 

z ΄−h

D

T1−T0
 gdz΄

z

h
για h ≤ z ≤ h + D

  

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο κπνξνύλ λα ζπλδπαζηνύλ ζηελ  

 F = = L   p 0, 0 + ρ1gz dz
h+D

0
 – L   p ∞, 0 + ρ0gz dz

h

0
 –  

 – L   p ∞, 0 + ρ0gz 
h+D

h
dz – L    ρ1(1 + k(1 −

z΄−h

D
))

z

h
gdz΄ 

h+D

h
dz    

Σν δηπιό νινθιήξσκα κπνξεί λα ππνινγηζηεί ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αληηθαηάζηαζε  
u=z − h, u΄ = z΄ − h:  

    ρ1  1 + k(1 −
z΄−h

D
) 

z

h
gdz΄ 

h+D

h
dz =    ρ1  1 + k(1 −

u

D
) 

u

0
gdu΄ 

D

0
du   

Μεηά από κηα απιή νινθιήξσζε θαη ρξεζηκνπνηώληαο p(0, 0) = p(∞, 0) θαζώο θαη ην 
απνηέιεζκα ηεο πξνεγνύκελεο εξώηεζεο,  

 F = gL ρ1(
h2

2
 +  hD – 

kD2

3
) – ρ0(

h2

2
 +  hD)  = gLh2(ξ1 – ξ0)  

1

2
 +  

2

3k
 (1 – 

ρ0

ρ1
)    

Από ην k<< 1, ν όξνο κε ην 
1

k
 είλαη ηεο ρακειόηεξεο ηάμεο, επνκέλσο, ε απαηηνύκελε 

απάληεζε είλαη  

 F ≈ 
2gL h2

3k
 
(ρ1−ρ0)2

ρ1
   

 
A5. Σν ρξνληθό δηάζηεκα η αλακέλεηαη λα εμαξηάηαη από ηελ ππθλόηεηα ηνπ θινηνύ ξ1, ηελ 
εηδηθή ζεξκόηεηά ηνπ c, ηε ζεξκηθή αγσγηκόηεηα θ θαη ην πάρνο D. Ωο εθ ηνύηνπ, κπνξνύκε 
λα γξάςνπκε η = Αξ1

αcβθγDd, όπνπ A είλαη κηα ζηαζεξά ρσξίο δηαζηάζεηο. Θα 
ππνινγίζνπκε ηηο δπλάκεηο α έσο δ κέζσ δηαζηαηηθήο αλάιπζεο.  
Οξίδνπκε ηα ζύκβνια γηα ηηο δηαθνξεηηθέο δηαζηάζεηο: L γηα κήθνο, M γηα κάδα, T γηα 
ρξόλν θαη Θ γηα ζεξκνθξαζία. Σόηε ηα η, ξ1, c, θ θαη D έρνπλ δηαζηάζεηο T, ML−3, L2T−2Θ−1, 
MLT−3Θ−1 θαη L, αληίζηνηρα.  
Η εμίζσζε δηαζηάζεσλ είλαη 

[Σ] = [ML−3]α [ L2T−2Θ−1]β [ MLT−3Θ−1]γ [ L]δ ⇒  
[Σ] = [L]–3α+2β+γ+δ [Μ]α+γ [Σ]–2β–3γ [Θ]–β–γ  

Γηα ηελ εμηζνξξόπεζε ησλ δπλάκεσλ κήθνπο, κάδαο, ρξόλνπ θαη ζεξκνθξαζίαο, 
αληίζηνηρα, πξνθύπηεη ην ζύλνιν ησλ γξακκηθώλ εμηζώζεσλ   

 

0 = −3α + 2β + γ + δ
0 = α + γ                        
1 = −2β − 3γ                
0 = −β − γ                    

  

Η επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο δίλεη α = β = 1, γ = −1, δ = 2. Ωο εθ ηνύηνπ,  



 η = Α 
cρ1D2

κ
  

Μέρος Β 
Β1. Σα ζεηζκηθά θύκαηα ζε απηό ην πξόβιεκα κπνξνύλ λα αληηκεησπηζηνύλ 
ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζεσξία ησλ αθηίλσλ, δειαδή, ε δηάδνζή ηνπο πεξηγξάθεηαη από ηνλ 
λόκν δηάζιαζεο ηνπ Snell  

 n(0)sinζ0 = n(z)sinζ  
όπνπ ν δείθηεο δηάζιαζεο είλαη 

 n(z) = 
c

υ(z)
 = 

c

υ0(1+
z

z 0
)
  

θαη c δειώλεη ηελ ηαρύηεηα ηνπ ζεηζκηθνύ θύκαηνο ζε έλα πιηθό κε δείθηε δηάζιαζεο n = 1. 
Από ηηο δύν παξαπάλσ εμηζώζεηο έρνπκε  

 (1 + 
z

z0
) sinζ0 = sinζ  

Η δηαθόξηζε ηεο εμίζσζεο δίλεη  

 
dz

z0
 sinζ0 = cosζdζ 

 
 Δηθ. 2 

Έλα απεηξνζηό κήθνο ηεο δηαδξνκήο ηεο αθηίλαο dℓ ζρεηίδεηαη κε ηελ κεηαβνιή ζηελ 
θαηαθόξπθε ζπληεηαγκέλε  

dz = dℓ cosζ 
δίλνληαο  

 dℓ = 
z0

sin θ0
 dζ 

Απηή είλαη εμίζσζε ελόο ηόμνπ θύθινπ αθηίλαο R = 
z0

sin θ0
 (βι. Δηθ. 2).  

Με απιή γεσκεηξία παίξλνπκε   
 x1(ζ0) = 2R cosζ0  

θαη ηειηθά 

x1(ζ0) = 2z0 cotζ0 ⇒ x1(ζ0) = Α cot(bζ0) 
δειαδή Α=2z0 θαη b=1. 
 
Β2. ΢ε δύν δηαζηάζεηο, ε ελέξγεηα πνπ κεηαθέξνπλ νη αθηίλεο πνπ εθπέκπνληαη ζην 

δηάζηεκα [ζ0, ζ0+dζ0] είλαη 
Ε

π
dζ0. Από ηελ άιιε πιεπξά, ε ελέξγεηα πνπ κεηαθέξεηαη από 

ηηο αθηίλεο πνπ θηάλνπλ ζην δηάζηεκα [x, x+dx] ηεο επηθάλεηαο ηνπ πιαλήηε είλαη εdx. Ωο 
εθ ηνύηνπ,  

 ε = 
Ε

π
  

dθ0

dx
   

Με δηαθόξηζε ηνπ απνηειέζκαηνο ηεο εξώηεζεο Β1 παίξλνπκε  

 dx = – 
Ab

sin 2(bθ0)
 dζ0 ⇒ 

dx

dθ0
 = – 

Ab

sin 2(bθ0)
 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ ηξηγσλνκεηξηθή ζρέζε sin2θ = 
1

1+cot 2φ
 έρνπκε  

 
dx

dθ0
 = – Αb(1+cot2(bζ0)) = – Αb(1 + 

x2

A2
) = – 

b

A
 (A2 + x2) 

Ωο εθ ηνύηνπ,  



ε(x) = 
Ε

π
 

A

b(A2+x2)
   

θαη ηειηθά  

 ε(x)  = 
2z0Ε

π(4z0
2+x2)

 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο απηήο απεηθνλίδεηαη ζηελ Δηθ. 3.  

 
Δηθ.3 Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ε(x) 

 
Β3. Ολνκάδνπκε x1 ηελ νξηδόληηα απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ ηνπ εδάθνπο από ηελ πεγή ηνπ 
θύκαηνο όπνπ αλαθιάηαη γηα πξώηε θνξά ην ζήκα πνπ εθπέκπεηαη από ηελ πεγή ππό 

γσλία ζ0 κε ηνλ άμνλα z θαη x− = x1(ζ0 – 
δθ0

2
), x+ = x1(ζ0 + 

δθ0

2
) ηηο νξηδόληηεο απνζηάζεηο 

από ηελ πεγή ηνπ θύκαηνο ζηηο νπνίεο αλαθιώληαη γηα πξώηε θνξά νη άθξεο ηνπ ζήκαηνο. 
Υξεζηκνπνηώληαο ηελ απάληεζε ηνπ εξσηήκαηνο Β1, παίξλνπκε 

x1 = Α cot(bζ0) 

 x− = Α cot(b(ζ0 – 
δθ0

2
)) 

 x+ = Α cot(b(ζ0 + 
δθ0

2
)) 

Η νξηδόληηα απόζηαζε |x+–x−| κεηαμύ ησλ ζεκείσλ όπνπ νη άθξεο ηνπ ζήκαηνο 
αλαθιώληαη, είλαη  

 |x+–x−| = Α |cot(b(ζ0 +
δθ0

2
)) – cot(b(ζ0 – 

δθ0

2
))| 

Υξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηύπν ηνπ αζξνίζκαηνο cota–cotb=
sin ⁡(a−b)

sinasinb
, παίξλνπκε 

 |x+–x−| = Α 
sin ⁡ b θ0+ 

δθ0
2

 −b(θ0− 
δθ0

2
) 

sin  b(θ0+ 
δθ0

2
) sin  b(θ0− 

δθ0
2

) 
   

Από δζ0 << ζ0, κπνξνύκε λα πξνζεγγίζνπκε 

 |x+–x−| ≈ Α 
sin ⁡(bδθ 0)

sin 2(bθ0)
     

Γηα ηελ αξρηθή αλάθιαζε x−≈x+≈x1(ζ0). ΢ε θάζε επόκελε αλάθιαζε ηνπ ζήκαηνο, ε 
νξηδόληηα απόζηαζε κεηαμύ ησλ ζεκείσλ όπνπ νη άθξεο ηνπ ζήκαηνο αλαθιώληαη, 
απμάλεηαη θαηά |x+ – x−|. Κηλνύκελνη θαηά κήθνο ηνπ ζεηηθνύ x – άμνλα, απηέο νη δώλεο 
γίλνληαη επξύηεξεο έσο όηνπ επηθαιύπηνληαη. Απηό ζπκβαίλεη όηαλ κεηά από N 
αληαλαθιάζεηο, γίλεη  

Ν |x+ – x−| = x1(ζ0) ⇒ N Α 
sin ⁡(bδθ 0)

sin 2(bθ0)
 = Α cot(bζ0) ⇒  

 N = 
cot ⁡(bθ0)
sin ⁡(bδθ 0)

sin 2(bθ0)

  

Η ζέζε όπνπ νη δώλεο αξρίδνπλ λα αιιειεπηθαιύπηνληαη είλαη ζην xmax = N x1(ζ0). Ωο εθ 
ηνύηνπ,  

 xmax = 
cot ⁡(bθ0)
sin ⁡(bδθ 0)

sin 2(bθ0)

 Α cot(bζ0) = Α 
cot 2(bθ0)
sin ⁡(bδθ 0)

sin 2(bθ0)

 = Α 
cos 2(bθ0)

sin ⁡(bδθ 0)
   



Από δζ0 << 1, κπνξνύκε λα πξνζεγγίζνπκε sin(bδζ0) ≈ bδζ0 θαη ε έθθξαζε γίλεηαη   

xmax = 
Αcos 2(bθ0)

bδθ0
 

Θέηνληαο Α=2z0 θαη b=1, ηειηθά παίξλνπκε   

xmax = 
2z0cos 2θ0

δθ0
   

 
 
 


