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«Ελάχιστη δύναμη για…» (του Νίκου Ανέστη) 

Μία ακόμη λύση 

 

Με δεδομένα 𝜇 και 𝑊, αναζητούμε το ελάχιστο της συνάρτησης 

𝐹(𝜃) =
𝜇𝑊

𝜎𝜐𝜈𝜃 + 𝜇 ∙ 𝜂𝜇𝜃
,   𝜃 ∈ [0,

𝜋

2
] 

Για να λάβει η 𝐹 την ελάχιστή της τιμή, αρκεί ο παρονομαστής  

𝑔(𝜃) = 𝜎𝜐𝜈𝜃 + 𝜇 ∙ 𝜂𝜇𝜃 

να λάβει τη μέγιστή του τιμή. 

Ορίζουμε τα διανύσματα 𝛼⃗ = (1, 𝜇) και 𝛽 = (𝜎𝜐𝜈𝜃, 𝜂𝜇𝜃) για τα μέτρα των οποίων 

ισχύει ότι 

|𝛼⃗| = √1 + 𝜇2     και     |𝛽| = √𝜎𝜐𝜈2𝜃 + 𝜂𝜇2𝜃 = 1 

Λαμβάνοντας το εσωτερικό γινόμενο των δύο παραπάνω διανυσμάτων, προκύπτει ότι: 

𝛼⃗ ∙ 𝛽 = |𝛼⃗||𝛽|𝜎𝜐𝜈𝜑 = 𝜎𝜐𝜈𝜃 + 𝜇 ∙ 𝜂𝜇𝜃     (1), 

όπου 𝜑 η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων 𝛼⃗ και 𝛽.  

Σύμφωνα και με τα παραπάνω, από την (1) έχουμε: 

𝜎𝜐𝜈𝜃 + 𝜇 ∙ 𝜂𝜇𝜃 = 𝑔(𝜃) = √1 + 𝜇2 ∙ 𝜎𝜐𝜈𝜑     (2) 

Επειδή −1 ≤ 𝜎𝜐𝜈𝜑 ≤ 1, θα είναι 

𝑔(𝜃) ≤ √1 + 𝜇2 ⟹ 𝑔𝑚𝑎𝑥 = √1 + 𝜇2 

όταν 𝜑 = 0, δηλαδή όταν τα διανύσματα 𝛼⃗ και 𝛽 είναι ομόρροπα. Αυτό σημαίνει ότι 

𝐹𝑚𝑖𝑛 =
𝜇𝑊

√1 + 𝜇2
     όταν  

𝜂𝜇𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃
= 𝜀𝜑𝜃 =

𝜇

1
= 𝜇 
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