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Ισορροπία Ράβδου και μετά κίνηση 

Λεπτή ομογενής ράβδος μάζας 𝛭  ισορροπεί 

όπως φαίνεται στο σχήμα ώστε να είναι σε 

επαφή με λεία κυλινδρική επιφάνειας ακτίνας 𝑅 

όπως φαίνεται στο σχήμα .Δίδεται 𝛰𝛢 = 𝛰𝛤  

Α. Αν το δάπεδο δεν είναι λείο  

Βρείτε τον ελάχιστο συντελεστή στατικής 

τριβής ώστε η ράβδος να ισορροπεί.   

Β. Αν το δάπεδο είναι λείο  

i. Bρείτε το μέτρο της δύναμης 𝐹⃗ που πρέπει να 

ασκούμε στο άκρο Α της ράβδου ώστε να 

ισορροπεί  

ii. Αν καταργήσουμε τη δύναμη 𝐹⃗  βρείτε τη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου όταν το άκρο Α έρθει σε επαφή 

με την κυλινδρική επιφάνεια 

Λύση  

 

Α. Όταν ασκείται τριβή τότε στη ράβδο ασκούνται τρείς δυνάμεις και αφού έχουμε ισορροπία οι τρείς 

δυνάμεις θα διέρχονται από το μέσον της ράβδου. Έτσι η αντίδραση Α από το δάπεδο θα είναι επί της 

ράβδου και αναλύεται στις συνιστώσες 𝛮 και 𝛵𝑠  που έχουν ίσα μέτρα :  

Μη ολίσθηση :  

𝛵𝑠 ≤ 𝜇𝑠𝑁 ⇒ 1 ≤ 𝜇𝑠  ⇒ 𝜇𝑠 ≥ 1 

B. Λείο δάπεδο. Η δύναμη 𝐹 αναλύεται σε δύο συνιστώσες 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝛴𝜏(𝛰) = 0 ⇒ 𝐹𝑥 +𝑁 =
𝑤

2
⇒ 𝑁 =

𝑤

2
− 𝐹𝑥    (1) 

𝛴𝜏(𝑍) = 0 ⇒ 𝐹𝑦 =
𝑤

2
     (2) 

𝛴𝐹𝑥 = 0 ⇒ 𝑁
′ ⋅
√2

2
= 𝐹𝑥    (3)  

𝛴𝐹𝑦 = 0 ⇒ 𝑁 + 𝐹𝑦 +𝑁′ ⋅
√2

2
= 𝑤      (4) 

Για τη  δύναμη στήριξης 𝛮  ισχύει:  

𝛮 ≥ 0 ⇒
𝑤

2
− 𝐹𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝐹𝑥 ≤

𝑤

2
 

Από την (4)  
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𝑁′ ⋅
√2

2
≥ 0 ⇒

𝑤

2
− 𝛮 ≥ 0 ⇒ 𝛮 ≤

𝑤

2
 

Όταν 

𝛮 =
𝑤

2

(1)
⇒  𝐹𝑥 = 0 

𝐹 = √𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 

Όταν: 𝐹𝑥 = 0 τότε:  

𝐹 = (𝑚𝑖𝑛) = √𝐹𝑦
2 = 𝐹𝑦 =

𝑤

2
 

Όταν: 𝐹𝑥 = 𝑚𝑎𝑥 =
𝑤

2
 τότε   

 

𝐹 = (𝑚𝑎𝑥) = √2𝐹𝑦
2 = 𝐹𝑦√2 =

𝑤

2
√2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η ράβδος 

είναι 

εφαπτομένη του ημικυκλίου στο σημείο Ρ και η ταχύτητα του άκρου Ρ θα έχει την διεύθυνση της ράβδου  

Αναλύουμε την ταχύτητα του κέντρου μάζας σε δύο συνιστώσες  

𝜐⃗𝜅 →  𝜅ά𝜃𝜀𝜏𝜂 𝜎𝜏𝜂 𝜌ά𝛽𝛿𝜊  

𝜐⃗𝜋 →  𝜋𝛼𝜌ά𝜆𝜆𝜂𝜆𝜂  𝜎𝜏𝜂 𝜌ά𝛽𝛿𝜊 

Η ταχύτητα κάθε σημείου είναι η συνισταμένη των 𝜐⃗𝜅 , 𝜐⃗𝜋  και της γραμμικής ταχύτητας  𝜐⃗𝛾𝜌 λόγω 

κυκλικής κίνηση η οποία έχει μέτρο 𝜐𝛾𝜌 = 𝜔𝑟  όπου 𝑟 απόσταση του σημείου από το Κ . 

Η ταχύτητα του Ρ είναι πάνω στη ράβδο και άρα στο σημείο Ρ οι κάθετες συνιστώσες της ταχύτητας 𝜐⃗𝛾𝜌 

και 𝜐⃗𝜅 έχουν ίδια μέτρα : 

𝜐𝜅 = 𝜐𝛾𝜌 ⇒ 𝜐𝜅 = 𝜔𝑟 = 𝜔
𝑙

2
 

Στο σημείο Α οι συνιστώσες  𝜐⃗𝜅 , 𝜐⃗𝛾𝜌 είναι ίσες και η συνισταμένη ταχύτητα είναι οριζόντια  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΡΑ βρίσκουμε την 𝜀𝜑𝜃 

𝜀𝜑𝜃 =
𝑅

2𝑅
=
1
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𝜀𝜑𝜃 =
2𝜐𝜅
𝜐𝜋
⇒ 𝜐𝜋 = 4𝜐𝜅 ⇒ 𝜐𝜋 = 4

𝑙

2
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𝜐𝑐𝑚 = √𝜐𝜅
2 + 𝜐𝜋

2 = 𝜔√
𝑙2

4
+ 4𝑙2 =

𝜔𝑙

2
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𝜔2𝑅

2
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Το ύψος του κέντρου μάζας είναι  

 = 𝑅𝜂𝜇𝜃 

Από την  
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2
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ΑΔΜΕ: 
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