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Η  διάταξη του ςχήματοσ (α) αποτελείται από : 

1. Τον δίςκο Δ ακτίνασ R=0,1m ,μάζασ mρ=4Kg. 

2.Την ράβδο ΚΛ μήκουσ 2R=0,2m ,μάζασ mρ=3Kg. 

3.Τη διπλή τροχαλία ακτίνασ  R=0,1m ,μάζασ mΣ=4Kg. 

4.Το ςώμα μάζα m=2Kg. 

5.Το αβαρέσ νήμα . 

Η ροπή αδράνειασ του δίςκου Δ ωσ προσ τον άξονα περιςτροφήσ του που είναι οριζόντιοσ 

διέρχεται από το κέντρο μάζασ του και είναι κάθετοσ ςτο επίπεδό  του είναι ,  ΙΔ= 2
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Η ροπή αδράνειασ τησ διπλήσ τροχαλίασ  Σ ωσ προσ τον άξονα περιςτροφήσ τησ  που είναι 

οριζόντιοσ διέρχεται από το κέντρο μάζασ τησ  και είναι κάθετοσ ςτο επίπεδό  τησ,είναι            
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Η ροπή αδράνειασ τησ ράβδου   Ρ ωσ προσ τον άξονα περιςτροφήσ τησ  που  διέρχε-ται από το 

κέντρο μάζασ τησ  και είναι κάθετοσ ς΄αυτήν   τησ είναι  ,  Ιcm,ρ= 2
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Δίνεται ακόμη:g=10m/s2 

Η ράβδοσ ΚΛ είναι κολλημένη ςτον δίςκο και μπορεί να ςτρέφεται μαζί με αυτόν ωσ ενιαίο 

ςώμα,γύρω από άξονα ο οποίοσ διέρχεται από το κέντρο του δίςκου (Ο)και είναι κάθετοσ 
ς΄αυτόν. 

Η  διπλή  τροχαλία  μπορεί να ςτρέφεται γύρω από άξονα ο οποίοσ διέρχεται από το κέντρο 

τησ   (Ο΄)και είναι κάθετοσ ς΄αυτήν. 

Όταν δίςκοσ και διπλή τροχαλία ςτρέφονται δεν παρατηρείται ολίςθηςη του ενόσ ωσ προσ την 

άλλη ςτο ςημείο επαφήσ τουσ. 

Δ1.Να υπολογίςετε  την ροπή αδράνειασ  του ςυςτήματοσ Δίςκοσ-Ράβδοσ ωσ προσ τον άξονα 

τον διερχόμενο από το ςημείο (Ο)                                                                                           (Μονάδεσ  4)  

Δ2.Αςκώντασ   ςτο άκρο Κ τησ ράβδου κατάλληλη δύναμη 1


F ,οριζόντιασ διεύθυνςησ  , το όλο 

ςύςτημα  ιςορροπεί. Να υπολογίςετε το μέτρο τησ δύναμησ 1


F .                                 (Μονάδεσ  4) 

Δ3.Αςκώντασ κατακόρυφη κατάλληλη δύναμη 

F  ςτο ςώμα μάζασ m εξαςφαλίζουμε να ςτρέ-

φεται ο  δίςκοσ Δ1 με ςταθερή γωνιακή επιτάχυνςη αγ=5rad/s,  η διπλή τροχαλία με ςταθερή 

γωνιακή επιτάχυνςη α΄γ και το ςώμα με ςταθερή επιτάχυνςη α. 

Να υπολογίςετε την ςυνολική κινητική ενέργεια  Κολ του ςυςτήματοσ τη ςτιγμή κατά την 

οποία η ράβδοσ γίνεται οριζόντια. Δίνεται: 0,8
5


                                                    (Μονάδεσ  4)                                                                                                                                                                                                                                                       

Δ4.Ν α εκφράςετε το μέτρο τησ δύναμησ 2


F  που αςκεί η διπλή τροχαλία ςτον δίςκο ςε ςυνάρ-

τηςη με την γωνία ςτροφήσ (φ) του ςυςτήματοσ Δίςκοσ-Ράβδοσ. 

                                                                                                                                       (Μονάδεσ  4)              

Δ5.Να υπολογίςετε το έργο τησ ροπήσ δύναμησ 2


F  κατά την ςτροφή του ςυςτήματοσ   Δίςκοσ 

–Ράβδοσ , μέχρι η ράβδοσ να βρεθεί ςτην οριζόντια θέςη. 

(Μονάδεσ  4) 

Δ6.Αν τη ςτιγμή κατά την οποία η ράβδοσ γίνεται οριζόντια αποκολληθεί από τον δίςκο, να 

βρεθεί ςε πόςο χρόνο θα μηδενιςτεί η ταχύτητα του κέντρου μάζασ τησ ράβδου και ςε πόςη 

απόςταςη από τη οριζόντια θέςη τησ ράβδου θα ςυμβεί αυτό Τη ςτιγμή που μηδενίζεται η 

ταχύτητα του κέντρου μάζασ τησ ράβδου ποια τα  μέτρα των  οι ταχυτήτων των άκρων τησ Κ,Λ ;                                                                                                                                                              

 (Μονάδεσ  5) 
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Δ1. 

Ioλ=ΙΔΙΣΚΟΥ  +ΙΡΑΒΔΟΥ   (1) 

ΙΔΙΣΚΟΥ= 2 2 21 1
4.0,1 0,02 .

2 2
M R Kg m    (2) 

 

2 2 2 2
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(2 ) 3.0,2 3(2.0,1)

12 12

,12
0,12 0,01 ,12 0,13 .   (3)

12

Steiner

P PI M L M R

O
O Kg m

    

    

 

(1), (2), (3) 

Ioλ=ΙΔΙΣΚΟΥ  +ΙΡΑΒΔΟΥ   =0,13+0,02=0,15Κg.m2  (4) 

 

 

 

 

Δ2.  

Ιςορροπία ςτερεού αποτελούμενου από την ράβδο και τον δίςκο 

Στ(0)=0 

-F13R +FR=0        F=3F1   F1 = 
3

F
      (4)         ακόμη     F=F΄ 

Iςορροπία διπλήσ τροχαλίασ 

Στ(0΄)=0 

+F ΄R -Τ
2

R
=0      F΄ = 

2

T
      (5) 

(4), (5),      3F1=
2

T
 F1=

6

T
   (6) 
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Mρ=3Kg L=2R 

  R=0,1m 

  (0) 
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Iςορροπία ςώματοσ 

ΣF=0    w2=T               (7)          Τ΄=T                                                                                               

(6), (7)      F1= 2 2 2.10 10

6 6 6 3

w m g
N       (7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δ3.Ηγωνιακή  ταχύτητα  του  ςυςτήματοσ ράβδοσ – δίςκοσ τη ςτιγμή που αυτή 

γίνεται  οριζόντια δίνεται από τη ςχέςη: 

ωΔ=αγt                                                                                                                                                                          

ο χρόνοσ θα υπολογιςτεί από τη γωνία ςτροφήσ του ςτερεού Δθ=
2

rad


 

    Α΄y     Αy 

   w2 

    Τ΄ 

    Τ 

  (0΄) 

    F΄ 
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    F1 

wρ 

  (0) 

m2 

  wΔ 

  Ax 

σχήμα (γ) 
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Δθ= 2 21 1
5

2 2 2 2 5
a t t t s

  
     =0,8s  (8) 

ωΔ=5.0,8=4rad/s   (9) 

H διπλή τροχαλία καθώσ και ο δίςκοσ δεν ολιςθαίνουν η μία ςχετικά με τον 

άλλον οπότε η γραμμικέσ ταχύτητεσ των ςημείων επαφήσ είναι ίςεσ.Καθώσ 

μάλιςτα οι ακτίνεσ τουσ είναι ίςεσ επίςησ ,καταλήγουμε ότι και οι γωνιακέσ 

ταχύτητεσ δίςκου και διπλήσ τροχαλίασ είναι ςτα μέτρα ίςεσ.Δηλαδή: 

  ωΔ=ωΤ=4rad/s  (10) 

To νήμα που ςυνδέει τροχαλία με ςώμα είναι τεντωμένο οπότε η ταχύτητεσ των 

ςημείων του  έχουν ίςα μέτρα.Η ταχύτητα του ςώματοσ είναι ίςη ςτο μέτρο  με 

τη γραμμική ταχύτητα των περιφερειακών ςημείων του μικρού δίςκου τησ 

διπλήσ τροχαλίασ. 

υ1=ωT. 
2

R
=0,2m/s     (11)                      ΙΤ=ΜΤ.R2=0,04Kg.m2 

Koλ=K(Δ,Ρ)   +  KΤ  +  Κ1 = 2

,

1

2
I    + 21

2
I   + 2

11

1

2
m

 

 

= 21
0,15.4

2
+ 21

0,04.4
2

+ 21
2.0,2

2
= 

=1,2 +0,32 +0,04 =1.56j                   Koλ=1.56j    (12)       

Δ4. 

΢ύςτημα δίςκοσ-ράβδοσ  (τυχαία θέςη) 

΢τ(0)=Ιαγ   F2R-w(2Rημφ)= Ιαγ   F20,1=0,15 .5 – 30.(2.0,1ημφ)   

F2=
0,15 .5 - 30.(2.0,1ημφ) 

7,5 - 60ημφ
0,1

        F2 =7,5 - 60ημφ
       

(13)       
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Δ5.Εφαρόζουμε το θεώρημα έργου-ενέργειασ για το ςύςτημα δίςκοσ –

ράβδοσ, 

Woλ =ΔΚ=Κτελ-Καρχ 

Wwρ + WF2 = 2 21 1
0 0,15.4 1,2

2 2
I j     

-wρ2R + WF2 = 2 21 1
0 0,15.4 1,2

2 2
I j     

-3.10.2.0,1 + WF2   1,2 j
 

         WF2  =1,2+6=7,2J      (14)       

    Α΄ 

    2R 

  (0΄) 

    F2 

  (0) 

 R  

wρ 

  wΔ 
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    d 

σχήμα (δ) 
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Δ6.Τι ςτιγμή κατά την οποία αποκολλάται η ράβδοσ από τον δίςκο ,το κέντρο 

μάζασ τησ έχει ταχύ-

τητα 

υcm=ω2R=4.2.0,1 

=0.8 m/s.     (15)       

Στη ςυνέχεια η ράβ-

δοσ δεχεται μόνο την 

δύναμη του βάρουσ  η 

οποία  δεν έχει ροπή 

ωσ προσ το κέντρο 

μάζασ τησ και επομέ-

νωσ το κέντρο μάζασ 

    cm 

    υcm 

    Α΄ 

    cm 
  (0΄) 

    F2 

  (0)  R  

wρ 
  wΔ 

   R 

   d1 

  ω 

σχήμα (ε) 

   Λ 

    υcm 

    cm 
  (0) 

 R  

   Κ 
  ω 

΢ΣΙΓΜΗ ΑΠΟΚΟΛΛΗ΢Η΢ ΡΑΒΔΟΤ ΑΠΟ ΣΟΝ ΔΙ΢ΚΟ 

σχήμα (στ) 
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πραγματοποιεί ευθύ-γραμμη ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηςη με επιβράδυνςη 

(επιτάχυνςη ) g


. Η ταχύτητα του κέντρου μάζασ θα μηδενιςτεί μετά από χρόνο  

t=
0.8

0,08
10

cm s
g


       (16)       

έχοντασ μετατοπιςτεί από την θέςη όπου αποκολλήθηκε από τον δίςκο ,κατά 

 

2 2

max

0.8 0,64
0,032

2 20 20

cmh m
g


   

  

(17)       


