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Αποδείξεις – Διατυπώσεις - Γεωμετρικές Ερμηνείες 

 

Κεφάλαιο 1ο: Όριο – Συνέχεια Συνάρτησης 

 

 

 

Απόδειξη: 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

1. Έστω το πολυώνυμο 𝑃(𝑥) = 𝑎𝑣𝑥
𝑣 + 𝑎𝑣−1𝑥

𝑣−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 και 𝑥0 ∈ ℝ.  

Να αποδείξετε ότι: lim
𝑥→𝑥0

𝑃(𝑥) = 𝑃(𝑥0) 

2. Ομοίως αν 𝑓(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 μια ρητή συνάρτηση με 𝑄(𝑥) ≠ 0. Να αποδείξετε ότι: 

lim
𝑥→𝑥0

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=
𝑃(𝑥0)

𝑄(𝑥0)
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Διατύπωση: 

Γεωμετρική Ερμηνεία: 

 

 

 

3. Να διατυπώσετε το Κριτήριο Παρεμβολής και το ερμηνεύσετε γεωμετρικά 
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Διατύπωση: 

Γεωμετρική Ερμηνεία: 

 

 

 

 

Διατύπωση: 

 

4. Να διατυπώσετε το Θεώρημα του Bolzano και το ερμηνεύσετε γεωμετρικά 

 

5. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το Θεώρημα Ενδιάμεσων Τιμών (Θ.Ε.Τ.), 

καθώς και να το ερμηνεύσετε γεωμετρικά 
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Απόδειξη: 

 

Γεωμετρική Ερμηνεία: 

  Στο παραπάνω σχήμα βλέπουμε την γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης 𝑓 στο 

[𝑎, 𝛽]. Επειδή 𝑓(𝑎) ≠ 𝑓(𝛽) και ο αριθμός 𝜂 βρίσκεται μεταξύ των 𝑓(𝑎) και 𝑓(𝛽), η 𝐶𝑓 

τέμνει την οριζόντια ευθεία 𝑦 = 𝜂 σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη 𝑥0 ∈ (𝛼, 𝛽), 

δηλαδή 𝑓(𝑥0) = 𝜂. 

 

 

 

 

Διατύπωση: 

 

Γεωμετρική Ερμηνεία: 

Αν η 𝑓 είναι συνεχής στο [𝑎, 𝛽], τότε η 𝑓 παίρνει στο [𝑎, 𝛽] 

μια μέγιστη τιμή 𝛭 και μια ελάχιστη τιμή 𝑚. Δηλαδή 

υπάρχουν 𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝛽] τέτοια ώστε, αν 𝑚 = 𝑓(𝑥1) και 

𝑀 = 𝑓(𝑥2), να ισχύει 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀, για κάθε 𝑥 ∈ [𝛼, 𝛽]. 

 

6. Να διατυπώσετε και να ερμηνεύσετε γεωμετρικά το Θεώρημα Μέγιστης και 

Ελάχιστης τιμής. 
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Κεφάλαιο 2ο: Διαφορικός Λογισμός 

 

 

 

Απόδειξη: 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

 

7. Αν η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 𝑥0 , τότε είναι και συνεχής σε αυτό. 

 

8. Έστω η σταθερή συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ. Η συνάρτηση 𝑓 είναι 

παραγωγίσιμη στο ℝ και ισχύει  𝑓′(𝑥) = 0, , δηλαδή: 

(𝑐)′ = 0  
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Απόδειξη: 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

 

 

9. Έστω η ταυτοτική συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥. Η συνάρτηση 𝑓 είναι 

παραγωγίσιμη στο ℝ και ισχύει  𝑓′(𝑥) = 1, , δηλαδή: 

(𝑥)′ = 1  

 

 

 

 

 

10. Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥𝜈, 𝜈 ∈ ℕ − {0,1}. Η συνάρτηση 𝑓 είναι 

παραγωγίσιμη στο ℝ και ισχύει  𝑓′(𝑥) = 𝜈 ∙ 𝑥𝜈−1, δηλαδή: 

(𝑥𝜈)′ = 𝜈 ∙ 𝑥𝜈−1  
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Απόδειξη: 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

 

11. Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = √𝑥 με 𝑥 ∈ [0,+∞). Η συνάρτηση 𝑓 είναι 

παραγωγίσιμη στο (0, +∞) και ισχύει  𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥
 , 

δηλαδή: (√𝑥)′ = 1

2√𝑥
 

 

12. Αν οι συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 είναι παραγωγίσιμες στο 𝑥0, τότε η 

συνάρτηση 𝑓 + 𝑔  είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 και ισχύει: 

 (𝑓 + 𝑔)′(𝑥0) = 𝑓
′(𝑥0) + 𝑔

′(𝑥0) 
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Απόδειξη: 

Επειδή οι 𝑓, 𝑔, ℎ  είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις, κάνοντας χρήση τον κανόνα 

παραγώγισης για το γινόμενο έχουμε: (𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)ℎ(𝑥))
′
= [(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) ∙ ℎ(𝑥)]

′
=

(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))
′
∙ ℎ(𝑥) + (𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) ∙ ℎ(𝑥)′ = (𝑓′(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔′(𝑥)) ∙ ℎ(𝑥) +

(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) ∙ ℎ(𝑥)′ = 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)ℎ(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)ℎ′(𝑥) 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

Πράγματι για κάθε 𝑥 ∈ ℝ1 έχουμε: 

(𝜀𝜑𝑥)′ = (
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
 )
′

=
(𝜂𝜇𝑥)′(𝜎𝜐𝜈𝑥) − (𝜂𝜇𝑥)(𝜎𝜐𝜈𝑥)′

(𝜎𝜐𝜈𝑥)2
=
𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 𝜂𝜇2𝑥

𝜎𝜐𝜈2𝑥
=𝜎𝜐𝜈

2𝑥+𝜂𝜇2𝑥=1

=
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
 

13. Αν οι συναρτήσεις 𝑓, 𝑔, ℎ είναι παραγωγίσιμες στο 𝑥0, τότε η συνάρτηση 𝑓 ∙

𝑔 ∙ ℎ  είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 και ισχύει: 
(𝑓 ∙ 𝑔 ∙ ℎ)′(𝑥0) = 𝑓

′(𝑥0)𝑔(𝑥0)ℎ(𝑥0) + 𝑓(𝑥0)𝑔
′(𝑥0)ℎ(𝑥0) + 𝑓(𝑥0)𝑔(𝑥0)ℎ

′(𝑥0) 

 

14. Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥−𝜈 , 𝜈 ∈ ℕ∗.Η συνάρτηση 𝑓 είναι 

παραγωγίσιμη στο ℝ∗ και ισχύει 𝑓(𝑥) = −𝜈 ∙ 𝑥−𝜈−1.   

 

 

15. Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝜀𝜑𝑥. Η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη 

στο ℝ1 = ℝ− {𝑥 / 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 0} και ισχύει 𝑓′(𝑥) =
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
 , δηλαδή: 

(𝜀𝜑𝑥)′ =
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
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Απόδειξη: 

Πράγματι για κάθε 𝑥 ∈ ℝ2 έχουμε: 

(𝜎𝜑𝑥)′ = (
𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇𝑥
 )
′

=
(𝜎𝜐𝜈𝑥)′(𝜂𝜇𝑥) − (𝜎𝜐𝜈𝑥)(𝜂𝜇𝑥)′

(𝜂𝜇𝑥)2
=
−𝜂𝜇2𝑥 − 𝜎𝜐𝜈2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
=−𝜂𝜇

2𝑥−𝜎𝜐𝜈2𝑥=−1

= −
1

𝜂𝜇2𝑥
 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

 

 

 

16. Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝜎𝜑𝑥. Η συνάρτηση 𝑓 είναι 

παραγωγίσιμη στο ℝ2 = ℝ− {𝑥 / 𝜂𝜇𝑥 = 0} και ισχύει 𝑓′(𝑥) =

−
1

𝜂𝜇2𝑥
 , δηλαδή: (𝜎𝜑𝑥)′ = −

1

𝜂𝜇2𝑥
  

 

 

17. Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎 , 𝑎 ∈ ℝ − ℤ . Να αποδείξετε ότι η 𝑓 

είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) και ισχύει 𝑓′(𝑥) = 𝑎 ∙ 𝑥𝑎−1, 

δηλαδή: (𝑥𝑎)′ = 𝑎 ∙ 𝑥𝑎−1  

 

 

18. Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑎 > 0. Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι 

παραγωγίσιμη στο ℝ και ισχύει 𝑓′(𝑥) = 𝑎𝑥𝑙𝑛𝑎, δηλαδή: 

(𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥𝑙𝑛𝑎  

 

 

8.  

 

19. Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛|𝑥|, 𝑥 ∈ ℝ∗. Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι 

παραγωγίσιμη στο ℝ∗ και ισχύει 𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
 , δηλαδή: (𝑙𝑛|𝑥| )′ =

1

𝑥
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Απόδειξη: 

 

 

 

 

Διατύπωση: 

 

 

Γεωμετρική Ερμηνεία: 

 

 

20. Να διατυπώσετε και να ερμηνεύσετε γεωμετρικά το θεώρημα Rolle 
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Διατύπωση: 

 

Γεωμετρική Ερμηνεία: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

21. Να διατυπώσετε το Θεώρημα Μέσης Τιμής του Διαφορικού 

Λογισμού (Θ.Μ.Τ.) και να το ερμηνεύσετε γεωμετρικά 

 

 

22. Έστω μια συνάρτηση 𝑓 ορισμένη σε ένα διάστημα 𝛥 . Αν 

• η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝛥 και 

• 𝑓′(𝑥) = 0 για κάθε εσωτερικό σημείο 𝑥 του 𝛥  

τότε η 𝑓 είναι σταθερή σε όλο το διάστημα 𝛥, δηλαδή:  

𝑓(𝑥) = 𝑐 
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Απόδειξη: 

 

 

 

 

 

 

23. Έστω δυο συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 ορισμένες σε ένα διάστημα 𝛥 . Αν  

• oι 𝑓, 𝑔 είναι συνεχείς στο 𝛥 και 

• 𝑓′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) για κάθε εσωτερικό σημείο 𝑥 του 𝛥, 

τότε υπάρχει σταθερά 𝑐 τέτοια, ώστε για κάθε 𝑐 ∈ ℝ να ισχύει: 
𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑐 

 

 

 

24. Έστω μια συνάρτηση 𝑓 , η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα 𝛥. 

• Αν 𝑓′(𝑥) > 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο 𝑥 του 𝛥, τότε η 𝑓 είναι 

γνησίως αύξουσα σε όλο το 𝛥. 

• Αν 𝑓′(𝑥) < 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο 𝑥 του 𝛥, τότε η 𝑓 είναι 

γνησίως φθίνουσα σε όλο το 𝛥. 
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Απόδειξη: 

 Στην περίπτωση που είναι 𝑓′(𝑥) > 0. 

Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝛥 με 𝑥1 < 𝑥2. Θα δείξουμε ότι 𝑓( 𝑥1) < 𝑓(𝑥2) , δηλαδή η 𝑓 γνησίως αύξουσα 

στο 𝛥. Πράγματι, στο διάστημα [𝑥1, 𝑥2] η 𝑓 ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος 

Μέσης Τιμής (Θ.Μ.Τ.), αναλυτικότερα: 

• 𝑓 συνεχής στο [𝑥1, 𝑥2] 

• 𝑓 παραγωγίσιμη στο (𝑥1, 𝑥2) 

Επομένως υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝜉 ∈ (𝑥1, 𝑥2) τέτοιο, ώστε 𝑓′(𝜉) =
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
, οπότε 

έχουμε 𝑓′(𝜉) ∙ (𝑥2 − 𝑥1) = 𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1) 

Επειδή 𝑓′(𝜉) > 0 και 𝑥2 − 𝑥1 > 0 έχουμε 𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1) > 0, οπότε 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2). 

 

Ομοίως όταν 𝑓′(𝑥) < 0. 

Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝛥 με 𝑥1 < 𝑥2. Θα δείξουμε ότι 𝑓( 𝑥1) > 𝑓(𝑥2) , δηλαδή η 𝑓 γνησίως 

φθίνουσα στο 𝛥. Πράγματι, στο διάστημα [𝑥2, 𝑥1] η 𝑓 ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του 

Θεωρήματος Μέσης Τιμής (Θ.Μ.Τ.), αναλυτικότερα: 

• 𝑓 συνεχής στο[𝑥2, 𝑥1] 

• 𝑓 παραγωγίσιμη στο (𝑥2, 𝑥1) 

Επομένως υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝜉 ∈ (𝑥2, 𝑥1) τέτοιο, ώστε 𝑓′(𝜉) =
𝑓(𝑥1)−𝑓(𝑥2)

𝑥1−𝑥2
, οπότε 

έχουμε 𝑓′(𝜉) ∙ (𝑥1 − 𝑥2) = 𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2) 

Επειδή 𝑓′(𝜉) < 0 και 𝑥1 − 𝑥2 < 0 έχουμε 𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2) > 0, οπότε 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2). 

 

 

 

 

Διατύπωση: 

 

25. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το θεώρημα του Fermat και στη 

συνέχεια να το ερμηνεύσετε γεωμετρικά 
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Απόδειξη: 

 

 

Γεωμετρική Ερμηνεία:    

Στο διπλανό σχήμα παρατηρούμε ότι, αν σε ένα εσωτερικό 

σημείο 𝑥0 ενός διαστήματος του πεδίου ορισμού της, η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη σε αυτό και 
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επιπλέον παρουσιάζει ακρότατο σε αυτό. Τότε στο (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) η 𝑓 δέχεται οριζόντια 

εφαπτομένη, δηλαδή ισχύει:  𝑓′(𝑥0) = 0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

i) Επειδή 𝑓′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑥0) και η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥0 ,  

η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο (𝑎, 𝑥0]. 

 Έτσι έχουμε: 𝑥 ≤ 𝑥0
𝑓↗
⇔𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) , για κάθε 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑥0]. (1) 

Επειδή 𝑓′(𝑥) < 0 για κάθε 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝛽) και η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥0 ,  

η είναι γνησίως φθίνουσα στο [𝑥0, 𝛽).  

Έτσι έχουμε: 𝑥 ≥ 𝑥0
𝑓↙
⇔𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) , για κάθε 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝛽)  (2) 

 
Επομένως λόγω των (1) και (2), ισχύει: 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) , για κάθε 𝑥 ∈ (𝑎, 𝛽), που 

σημαίνει ότι το 𝑓(𝑥0) είναι μέγιστο της 𝑓 στο (𝑎, 𝛽) και άρα τοπικό μέγιστο 

αυτής. 

 

ii) Επειδή 𝑓′(𝑥) < 0 για κάθε 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑥0) και η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥0 ,  

η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο (𝑎, 𝑥0]. 

 Έτσι έχουμε: 𝑥 ≤ 𝑥0
𝑓↙
⇔𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) , για κάθε 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑥0]. (1) 

26. Έστω μια συνάρτηση 𝑓 παραγωγίσιμη σ ’ένα διάστημα (𝑎, 𝛽), με 

εξαίρεση ίσως ένα σημείο του 𝑥0, στο οποίο όμως η 𝑓 είναι 

συνεχής. 

i) Αν 𝑓′(𝑥) > 0 στο (𝑎, 𝑥0) και 𝑓′(𝑥) < 0 στο (𝑥0, 𝛽), τότε να 

αποδείξετε ότι το 𝑓(𝑥0) είναι τοπικό μέγιστο της 𝑓 . 

ii)  Αν 𝑓′(𝑥) < 0 στο (𝑎, 𝑥0) και 𝑓′(𝑥) > 0 στο (𝑥0, 𝛽), τότε να 

αποδείξετε ότι το 𝑓(𝑥0) είναι τοπικό ελάχιστο της 𝑓 . 

iii)  Αν η 𝑓′(𝑥) διατηρεί πρόσημο στο (𝑎, 𝑥0) ∪ (𝑥0, 𝛽) , τότε να 

αποδείξετε ότι το 𝑓(𝑥0) δεν είναι τοπικό ελάχιστο και η 𝑓 είναι 

γνησίως μονότονη στο (𝑎, 𝛽). 
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Επειδή 𝑓′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝛽) και η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥0 ,  

η είναι γνησίως αύξουσα στο [𝑥0, 𝛽).  

Έτσι έχουμε: 𝑥 ≥ 𝑥0
𝑓↗
⇔𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) , για κάθε 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝛽)  (2) 

 
Επομένως λόγω των (1) και (2), ισχύει: 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) , για κάθε 𝑥 ∈ (𝑎, 𝛽), που 

σημαίνει ότι το 𝑓(𝑥0) είναι ελάχιστο της 𝑓 στο (𝑎, 𝛽) και άρα τοπικό ελάχιστο 

αυτής. 

 

iii) Εστω ότι  

𝑓′(𝑥) > 0, για κάθε 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑥0) ∪ (𝑥0, 𝛽) 
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Διατύπωση: 

 

 

 

 

 

Διατύπωση: 

 

Κεφάλαιο 3ο: Ολοκληρωτικός Λογισμός 

 

 

 

 

 

 

27. Να διατυπώσετε τον κανόνα De L’ Hospital για την απροσδιόριστη 

μορφή (
0

0
)   

 

28. Να διατυπώσετε τον κανόνα De L’ Hospital για την απροσδιόριστη 

μορφή (
+∞

+∞
)  

 

29. Έστω μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα 𝛥. Αν 𝐹 είναι μια 

παράγουσα της 𝑓 στο 𝛥, τότε:  

• όλες οι συναρτήσεις της μορφής 

𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑐 ,  με 𝑐 ∈ ℝ 

 είναι παράγουσες της 𝑓 στο 𝛥 και 

• κάθε άλλη παράγουσα 𝐺 της 𝑓 στο 𝛥 παίρνει τη μορφή 

𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑐 ,  με 𝑐 ∈ ℝ 
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  Απόδειξη:  

 

 

 

 

Διατύπωση: 

 

Απόδειξη: 

 

30. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το Θεμελιώδες θεώρημα του 

Ολοκληρωτικού Λογισμού 
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Συμπληρωματικά Θεωρήματα – Προτάσεις – Εφαρμογές 

 

 

 

 

Αιτιολόγηση: 

Θεωρούμε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και 𝐶, 𝐶′ οι γραφικές παραστάσεις των 𝑓 και 𝑓−1 

αντίστοιχα, στο ίδιο σύστημα αξόνων. Ισχύει ότι: 𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇔ 𝑓−1(𝑦) = 𝑥,  που σημαίνει 

ότι αν ένα σημείο 𝑀(𝑎, 𝛽) ανήκει στην γραφική παράσταση 𝐶 της 𝑓, τότε το σημείο 

𝛭′(𝛽, 𝛼) θα ανήκει στη γραφική παράσταση 𝐶′ της 𝑓−1 και αντιστρόφως. Τα σημεία όμως 

αυτά είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία 𝑦 = 𝑥 που διχοτομεί τις γωνίες 𝑥𝑂𝑦 και 𝑥′𝛰𝑦′. 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

Για 𝑥 ≠ 0 έχουμε |𝑥𝜂𝜇
1

𝑥
| ≤ |𝑥| ∙ |𝜂𝜇

1

𝑥
| ≤ |𝑥| , 

οπότε −|𝑥| ≤ 𝑥𝜂𝜇
1

𝑥
≤ |𝑥| 

Επειδή lim
𝑥→0
(−|𝑥|) = lim

𝑥→0
|𝑥| = 0, σύμφωνα με το Κριτήριο Παρεμβολής, έχουμε: 

lim
𝑥→0
(𝑥𝜂𝜇

1

𝑥
) = 0 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

 Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 − 𝑙𝑛𝑥  με  𝑥 > 0 , η οποία είναι παραγωγίσιμη με 

𝑓′(𝑥) = 1 −
1

𝑥
=
𝑥−1

𝑥
 ,  𝑥 ∈ (0,+∞). Η εξίσωση έχει μία μόνο ρίζα, την 𝑥 = 1. Η μονοτονία 

και τα ακρότατα της 𝑓 φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

31. Να αιτιολογήσετε γιατί οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑓−1είναι συμμετρικές 

ως προς την ευθεία 𝑦 = 𝑥 (διχοτόμο πρώτου και τρίτου 

τεταρτημόριου) 

 

32. Να αποδείξετε ότι:  lim
𝑥→0
(𝑥𝜂𝜇

1

𝑥
) = 0  (Εφαρμογή σχολικού βιβλίου) 

 

33. Να αποδείξετε ότι: Για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει 𝑙𝑛𝑥 ≤ 𝑥 − 1 , με την 

ισότητα να ισχύει μόνο όταν  𝑥 = 1 (Εφαρμογή Σχολικού βιβλίου) 
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Επειδή η 𝑓 για 𝑥 = 1 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, για κάθε 𝑥 ∈ (0, +∞) ισχύει: 

 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(1) ⇔ 𝑥 − 1 − 𝑙𝑛𝑥 ≥ 0 ⇔ 𝑙𝑛𝑥 ≤ 𝑥 − 1 με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑥 = 1. 

 

* (Ομοίως αποδεικνύεται ότι για κάθε 𝑥 ∈ ℝ ισχύει 𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1 , με την ισότητα να ισχύει 

μόνο όταν  𝑥 = 0) 

 

 

 

 

 

 

 

34. Να αποδειχθεί ότι για την συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝛽𝑥 + 𝛾 , 𝛼 ≠ 0 

και για οποιοδήποτε διάστημα [𝑥1, 𝑥2] , ο αριθμός 𝑥0 ∈ (𝑥1, 𝑥2) , 

που ικανοποιεί το συμπέρασμα του Θεωρήματος Μέσης Τιμής, 

είναι το κέντρο του διαστήματος [𝑥1, 𝑥2], δηλαδή 𝑥0 =
𝑥1+𝑥2

2
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Απόδειξη: 

𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇔ 𝑓′(𝑥) − 𝑓(𝑥)

= 0
∙( 𝑒−𝑥)
⇔    𝑒−𝑥 ∙ 𝑓′(𝑥) −  𝑒−𝑥 ∙ 𝑓(𝑥) = 0 ⇔  𝑒−𝑥 ∙ 𝑓′(𝑥) + ( 𝑒−𝑥)′ ∙ 𝑓(𝑥) = 0 

⇔ ( 𝑒−𝑥 ∙ 𝑓(𝑥))′ = 0 και οι συναρτήσεις είναι συνεχείς για κάθε 𝑥 ∈ ℝ , οπότε: 

  𝑒−𝑥 ∙ 𝑓(𝑥) = 𝑐 ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑐 ∙ 𝑒𝑥 , όπου 𝑐 ∈ ℝ 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

Θεωρούμε το σύστημα (1) {
𝑓(𝑥) = 𝑦

𝑓−1(𝑥) = 𝑦
⇔ {

𝑓(𝑥) = 𝑦

𝑓(𝑓−1(𝑥)) = 𝑓(𝑦)
⇔ {

𝑓(𝑥) = 𝑦

𝑥 = 𝑓(𝑦)
⇔ 

{
𝑓(𝑥) = 𝑦

𝑓(𝑦) = 𝑥
  , με αφαίρεση κατά μέλη καταλήγουμε ότι : 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = 𝑦 − 𝑥

⇔ 𝑓(𝑥) + 𝑥 = 𝑓(𝑦) + 𝑦

⇔ 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑦)
 

Η συνάρτηση 𝑔 είναι γνησίως αύξουσα ως πρόσθεση γνησίως αυξουσών συναρτήσεων, άρα 

και 1-1 .  𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑦) ⇔ 𝑥 = 𝑦 (2) 

Από (1) και (2) έχουμε {
𝑓(𝑥) = 𝑥

𝑓−1(𝑥) = 𝑥
⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑥 ⇔ 𝑓−1(𝑥) = 𝑥 

 

 

 

 

 

 

35. Αν για κάθε 𝑥 ∈ ℝ ισχύει 𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥) , τότε 𝑓(𝑥) = 𝑐 ∙ 𝑒𝑥 , όπου 

𝑐 ∈ ℝ 

 

36.  Έστω 𝑓 μια 1-1 συνάρτηση, οπότε ορίζεται η αντίστροφη της 𝑓−1. 

Αν επιπλέον η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα τότε οι εξισώσεις 𝑓(𝑥) =

𝑓−1(𝑥), 𝑓(𝑥) = 𝑥 και 𝑓−1(𝑥) = 𝑥 είναι ισοδύναμες. 

37. Αν μια συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως μονότονη ,τότε και η 𝑓−1 έχει το ίδιο 

είδος μονοτονίας. 
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Απόδειξη: 

Έστω  𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑓(𝐷𝑓) με  𝑥1 < 𝑥2  για κάθε  𝑥 ∈ 𝑓(𝐷𝑓) 

Ισχύει ότι  𝑥 = 𝑓(𝑓−1(𝑥))  (1) 

Οπότε αν αντικαταστήσουμε την σχέση (1) έχουμε:  

𝑥2 < 𝑥2
⇔ 𝑓(𝑓−1(𝑥1)) < 𝑓(𝑓

−1(𝑥2))

⇔ 𝑓−1(𝑥1) < 𝑓
−1(𝑥2)

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: 

 

 

38.  Έστω 𝑓, 𝑔 δύο συνεχείς συναρτήσεις στο [𝑎, 𝛽] με 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) ≥ 0 

για κάθε 𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽] και το χωρίο 𝛺 που περικλείεται από τις 

γραφικές παραστάσεις των 𝑓, 𝑔 και τις κατακόρυφες ευθείες 𝑥 = 𝑎, 

𝑥 = 𝛽 τότε: 𝐸(𝛺) = ∫ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝛽

𝑎
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Απόδειξη: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

39.  Έστω 𝑔 μία συνεχής συνάρτηση στο [𝑎, 𝛽] , με 𝑔(𝑥) ≤ 0 για κάθε 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽] και το χωρίο 𝛺 που περικλείεται την γραφική παράσταση 

της 𝑔, και τις κατακόρυφες ευθείες 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝛽 τότε: 

 𝐸(𝛺) = −∫ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
𝛽

𝑎
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Απόδειξη: 

 

 

 

40. Έστω 𝑓, 𝑔 δύο συνεχείς συναρτήσεις στο [𝑎, 𝛽], με άγνωστη σχετική 

θέση για κάθε 𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽], και το χωρίο 𝛺 που περικλείεται από τις 

γραφικές παραστάσεις των 𝑓, 𝑔 και τις κατακόρυφες ευθείες 𝑥 = 𝑎, 

𝑥 = 𝛽 τότε: 𝐸(𝛺) = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| 𝑑𝑥
𝛽

𝑎
  

 


